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Metody Rungego-Kutty
Zbiór metod różnego rzędu które służą do całkowania równań różniczkowych
zwyczajnych. W metodach tych nachylenie szacowane jest na podstawie kilku

punktów wewnątrz przedziału. Różne metody RK klasyfikowane są ze względu na
ich rząd (odpowiadający liczbie punktów wziętych do szacowania nachylenia).
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Ogólna formuła na metodę Rungego-Kutty rzędu 2-go jest
następujący:

x(t + h) = x + w1hf (t, x) + w2hf (t + h, x + f ) + O(h3)

w1 + w2 = 1, w2 = 1
2 , w2β = 1

2

Jako, że możemy dobierać parametry dowolnie, to istnieje nieskończene wiele
dwuetapowych metod Rungego-Kutty rzędu drugiego. W praktyce

wykorzystywane są jednak dwa warianty szczególne:
1 Metoda Heuna
2 Metoda MidPoint
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Metoda Heuna
[1]Metoda Heuna jest metodą drugiego rzędu z dwoma etapami. Jest również
znana jako jawna reguła trapezu, ulepszona metoda Eulera lub zmodyfikowana

metoda Eulera.

x(t + h) ≈ x(t) + 1
2 (F1 + F2)

F1 = hf (x , t), F2 = hf (t + h, x + F2)

Metoda MidPoint
[1]Metoda punktu środkowego jest metodą drugiego rzędu z dwoma etapami. Jest

również znana jako metoda Cauchy’ego-Eulera.

x(t + h) ≈ x(t) + F2

F1 = hf (x , t), F2 = hf (t + 1
2 h, x + 1

2 F1)
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Metoda RK4
[2]Z uwagi na zalety tej metody którymi są prostość implementacji i najlepszy

stosunek liczby obliczeń funkcji do maksymalnego rzędu, z reguły jeśli mówimy o
metodzie RK to mamy na mysli tę właśnie metodę.

x(t + h) ≈ x(t) + 1
6 (F1 + 2F2 + 2F3 + F4)

F1 = hf (x , t), F2 = hf (t + 1
2 h, x + 1

2 F1)

F3 = hf (t + 1
2 h, x + 1

2 F2), F4 = hf (t + h, x + F3)
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Metoda RK 45
[3]Metoda Rungego-Kutty-Fehlberga to jedna z metod adaptacyjnych. Są to dwa
schematy, połączenie schematów 4 i 5. Są one idealnie dopasowane do siebie, to

co obliczymy w schemacie 4, wykorzystamy później w schemacie 5. Różnica
błędów tych dwóch schematów pozwoli nam lokalnie oszacować błąd. Jeśli będzie

on zbyt duży to zmniejszymy krok, a jeżeli zbyt mały to go zwiększymy.

x1(t + h) = x(t) +
∑6

i=1 biFi + O(h6)

x2(t + h) = x(t) +
∑6

i=1 bi ∗ Fi + O(h5)

Fi = hf (t + cih, x +
∑i−1

j=1 ai jFj)(1 ≤ i ≤ 6)
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Figure: Tabelka z wartościami współczynników w metodach RK [4]
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Opis ćwiczenia
1 Zaimplementowaliśmy dwie metody rk2 (poprzez odpowiednie dobranie

wartości współczynników W1 i W2) - Heuna i MidPoint.

2 Użyliśmy swojej metody rk2 (w opisie skupimy się na metodzie Heuna) w
programie, który rozwiąże równanie ruchu oscylatora harmonicznego
Fext(x , t) − kxp−1 = m d2x

dt2 . Początkowo pominęliśmy siłę zewnętrzną Fext , a
później sprawdziliśmy jak zachowa się oscylator po dołożeniu jej. Możemy
teraz naszkicować zależności x(t) oraz prędkości
v(t) = dx/dt w funkcji czasu, ale jeszcze nie w tym momencie.

3 Gdy program się skompilował i nie ma żadnych błędów, dopilnowaliśmy aby
nasze obliczenia wykonały się poprawnie. W tym celu dopracowaliśmy naszą
implementację wedle poniższych podpunktów:
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a) Zadbaliśmy o to, aby nasz oscylator był oscylatorem harmonicznym. W
tym celu ustawiliśmy parametr p = 2. W tym momencie nasze rozwiązanie
możemy skojarzyć z poniższymi równaniami:

x(t) = A sin(ω0t + ϕ), v(t) = ω0A cos(ω0t + ϕ), ω0 =
√

k
m .

b) Wybieramy wartości parametru k oraz m, takie, aby był spełniony warunek
T = 2π/ω oraz np. T = 1. Ostetecznie otrzymaliśmy następujące
zestawienie parametrów:

ω0 = 6, 28 ; k = 3, 94 ; m = 0, 1 ; T = 1 ; A = 1 ; ϕ = 0
Wobec tego powyższe równania prezentują się następująco:

x(t) = 1 sin(6, 28t + 0), v(t) = 6, 28 cos(6, 28t + 0)).
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Skoro mamy pewność o poprawności analitycznej (zerowe położenie
początkowe i niezerowa prędkość), narysujemy teraz więc te wielkości na
wykresie i zobaczymy, że wszystko funkcjonuje jak powinno. Jeśli gołym
okiem na wykresie nie możemy rozróżnić naszego rozwiązania od dokładnego,
oznacza to że mamy wysoką dokładność.

Figure: Zależność x(t) oraz v(t) na jednym wykresie

Katarzyna GajewskaMichał KreftTomasz Biel (Cracow University of technology)Porównanie metod Rungego-Kutty - RK2, RK4, RK45 1 / 2



c) Zaczęliśmy z wielkością kroku równą h ≃ T/5 i zmniejszaliśmy wartość
kroku h do momentu aż rozwiązanie będzie wyglądało gładko. W zasadzie
powinniśmy zacząć od kroku h ≃ T/100, lecz zaczynamy od takiego dużego,
by zobaczyć jak funkcja, która jest bardzo niedokładna, powoli przeobraża się
w gładkie, bardzo dobrze przybliżone rozwiązanie. Poniżej mamy kilka grafik
prezentujących to przejście:

Figure: h = 0,2
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Figure: h = 0,1

Figure: h = 0,05
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d) Wstawiliśmy teraz inną prędkość początkową do naszego rozwiązania i
sprwdzamy, czy oscylator harmoniczny jest izochroniczny. Jeśli jest, to jego
okres nie zmienia się wraz z amplitudą. Dla porównania zostawimy nasze
dokładne rozwiązanie z poprzednią wartością prędkości:

Figure: Porównanie okresów drgań podczas zmiany prędkości
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4 Teraz, gdy już wiemy, że mamy dobre rozwiązanie równania metodą rk2
Heuna, możemy teraz zaimplementować pozostąłe metody: rk2 MidPoint,
rk4, rk45.

5 Porównamy jeszcze wszystkie z omówionych metod na podstawie poniższych
dwóch równań:

2yy ′′ + y2 − y ′2 = 0, (1)

y ′′ + 6y5 = 0. (2)

z warunkami początkowymi [y(0), y ′(0)] = (1, 1). Nieliniowe równanie (1)
ma analityczne rozwiązanie y(t) = 1 + sin t. Musimy jednak pamiętać, że
metody rk2 mogą nie rozwiązać poprawnie tego równania, gdyż dwa warunki
w równanui proporcjonalnym do y znikają, zostawiając y2 = 0, co jest
problematyczne. Inne metody powinny lepiej przybliżać nam to rozwiązanie.
Równanie (2) odpowiada naszym potencjalnym standardom V (x) = 1

p kxp, z
wartością p = 6. Chociaż nie mamy dostrojonej metody rk45, wiemy i
możemy sprawdzić, że poprzez ustawienie jej parametru tolerancji do
wystarczająco małej liczby, metoda rk45 uzyska lepszą precyzję niż rk4, ale
wymaga dużo dłuższych i dokładniejszych obliczeń.
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Narysujmy również wykresy dla p = 6 oraz uwzględnimy teraz dołożoną siłę
zewnętrzną. Można zwuważyć tutaj pewne prawidłowości.

Figure: p = 6
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Figure: Oscylator p = 2 z dodatkową siłą

Figure: Oscylator p = 2 z jeszcze większą siłą
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Figure: Oscylator p = 2 z ogromną dołożoną siłą

Figure: Oscylator p = 6 z dołożoną siłą
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Figure: Tabela ze wszystkimi wypisanymi wartościami
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