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1 Wiadomosci wstepne

1.1 Cel pracy

Celem bylo poznanie teorii Feynmana oraz calkowania po trajektoriach siatki. Nalezalo nastepnie przedstawié
kod okreslajacy prawdopodobienstwo stanu podstawowego poprzez calkowanie po trajektoriach Feynmana
przy uzyciu algorytmu Metropolis.

1.1.1 Problem

Przyczepiona do liniowej sprezyny czastka w podejéciu klasycznym, zostaje wprawiona w prosty ruch harmo-
niczny z polozeniem w przestrzeni w funkcji czasu podanym przez x(t) = Asin (wot + ¢). Naszym zadaniem
jest wygenerowanie kwantowej funkcji falowej 1(x,t) za pomoca funkcji x(¢).

1.2 Wstep teoretyczny
1.2.1 Czasoprzestrzenne rozchodzenie si¢ fal Feynmana - teoria

Szukajac bardziej bezposredniego sformutowania mechaniki klasycznej niz teoria Schroedingera, Feynman
poszed! krokami Diraca, ktéry mowil, ze zasada najmniejszego dzialania Hamiltona moze by¢ granicg i — 0
kwantowej zasady najmniejszego dzialania.

Zauwazywszy, ze zasada Hamiltona wyjasnia droge czasteczek przez czasoprzestrzen, Feynman postulowat,
ze kwantowa funkcja falowa opisujaca propagacje czastki swobodnej z punktu w czasoprzestrzeni a = (x4, tq
do b = (wp,t,) moze by¢ opisana zalezno$cia:

Y(xp, ty) = /d!BaG(!Eb7tb;fﬂa7fa)7 (1)
gdzie G, to funkcja Greena:
m m(zy —x4)?
G(xp, ty; Ta, ta) = - . 2
(@0, thi 2o ta) =[5 mm —y P i, @

Feynman zauwazyl, ze innym sposobem interpretacji réwnania 1 jest przedstawienie zasady Hamiltona, w
ktérej amplituda prawdopodobienstwa (funkcja falowa 1)) dla czastki, aby sie znalazla w punkcie B, jest
réwna sumie wszystkich $ciezek przez czasoprzestrzen rozpoczynajacych sie w czasie A i koniczacych sie w B
(rys. 1).

To podejscie uwzglednia statystyczng nature mechaniki kwantowej - posiadamy rézne mozliwe drogi czast-
ki, o réznym prawdopodobienstwie. Tutaj mozemy zauwazy¢ réznice miedzy teorig Schroedingera, a teoria
Feynmana. Ta piersza rozwiazuje funkcje falowe i uwaza Sciezki za klasyczna koncepcje.

Wartosci prawdopodobienstwa dla danej drogi mozna wyznaczy¢ korzystajac z zasady najmniejszego dzia-
tania Hamiltona.

Najbardziej ogdlny ruch czastki poruszajacej si¢ po klasycznej trajektorii Z(t) od czasu t, do t;, odbywa sie
po torze, takim ze dzialanie S[Z(t)] jest ekstremum:

0S[2(t)] = S[z(t) + 6x(t)] — S[z(t)] = 0, 3)

gdzie droga odbywa si¢ miedzy punktem A i B, czyli 6(zq) = d(xp) = 0.
Jedli dzialanie S przyjmuje sie jako caltke krzywoliniowa Lagrangianu wzdtuz:

S[z(t)] = /t " Lle(t), ()] dt, L =Tz, - V[z], (4)

gdzie T jest energia kinetyczna, V' energia potencjalna, to to sformulowanie mechaniki klasycznej jest réw-
nowazne réwnaniom rézniczkowym Newtona.
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Rysunek 1: Trajektoria czastki - wykres czasu od polozenia.

Feynman zaobsrwowal, ze klasyczne zachowywanie si¢ swobodnej czastki (V = 0)

2

m, . m (zp — x4)
b.al = — (2)2(ty — t,) = — 2 "2
Slh.a] = @)t~ ta) = P 5)
jest powiazane z propagatorem czastki swobodnej (2) przez
m S[b,al
G(b,a) = 6
(b,a) 2mi(ty — ta) P, (6)

Réwnanie 6 jest waznym zwiazkiem miedzy mechanika kwantowa, a zasada najmniejszego dzialania.
Po tym przetomie, Feyman postulowal przeformulowanie mechaniki kwantowej, ktéra uwzgledniataby jej
aspekty statystyczne, wyrazajac G(a,b) jako:

G(b,a) = Z expis[z;a] (7)

paths

Réwnanie 7 jest nazywane calkowaniem po trajektoriach (path integral). Tutaj klasyczna akcja S 4 jest
sumowana wzdtuz réznych $ciezek 1, a wykladnik dzialania jest sumowany po Sciezkach.

Warto zauwazy¢, ze dzialanie S jest bardzo duza liczba, wiec nawet jesli wszystkie trajektorie wchodza w
sume 7, to gtéwne wklady pochodza od Sciezek przylegajacych do klasycznej trajektorii z.

W rzeczywistosci, poniewaz S jest ekstremum dla klasycznej trajektorii, jest stala do pierwszego rzedu w

s e s e

Natomiast Sciezki dalekie od klasycznej trajektorii sa wazone przez szybko oscylujace exp [%, a gdy jest
wiele Sciezek, to maja tendencje do anulowania si¢ nawzajem.

W granicy klasycznej 7 — 0, mamy wklad tylko pojedynczej trajektorii klasycznej, totez réwnanie 7 staje
sie zasada najmniejszego dziatania Hamiltona.
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Rysunek 2: Przyklas trajektorii uzytej w obliczeniach caltek po trajektoriach.

1.2.2  Funkcja falowa stanu zwiazanego

Przechodzac do dalszych obliczen, zatozymy, ze Hamiltonian A spelnia zaleznoéé funkeji wlasnych
Hﬂ’n = Enwna (8)

poniewaz Hamiltonian H jest Hermitowski, rozwigzania tworza kompletny zbiér ortonormalny, gdzie ogélne
rozwigzanie jest postaci

—0o0

P(z,t) = Z cne by (1), Cn = /00 dzyp* (z)y(z,t = 0), (9)
n=0

gdzie gdzie warto$¢ wspolczynnikow rozszerzalnosci ¢, wynika z ortonormalnosci i,. Podstawiajac ¢, mamy

oo .
Pz, t) = / dxo Yyt (wo)n(x)e” ) (2o, t = 0) (10)
o0 n
Poréwnujac funkcje 10 z funkcjg 2, dostajemy rozwiniecie funkcji wlasnej dla G.

G(z,t; 20,0 =0) = Z@Dfl(zo)d)n(x)e_w"t (11)

Szukamy rozwiazania dla funkcji falowej stanu zwiazanego, gdzie wszystkie trajektorie zaczynaja sie i koncza
w punkcie z = xq, z zalozeniem, ze ty = t, kontynuujac rozwiazanie 11 dla ujemnego czasu urojonego:

Gz, —im;2,0) =Y [ (2) P07 = |gho 207 4 [ghy [Pe AT 4.
n

= \wo(x)|2 = Tli_)lrnoo eEOTG(x, —7;1,0), (12)

gdzie granica odpowiada dlugim czasom urojonym 7, po ktérych czeéci ¢ o wyzszych energiach ulegaja
rozpadowi szybciej, pozostawiajac tylko stan podstawowy g.

Tym sposobem udato nam si¢ dojs¢ do rozwiazania dla funkcji falowej stanu podstawowego bezposrednio
w kategoriach propagatora G w postaci jawnej (réwn. 12).

1.3 Catkowanie po trajektoriach siatki

Na poczatku tworzymy siatke punktéow dyskretnych w czasoprzestrzeni i przedstawiamy trajektorie ruchu
czastki jako serie prostych linii taczacych pozycje dla jednego czasu z pozycja dla nastepnego:
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Rys. 3: Wykresy trajektorii w czasoprzestrzeni

Lewa strona: Trajektoria w siatce czasoprzestrzeni ktora zaczyna sie¢ i koficzy na x = x, = xp. Dzialanie
jest calka po tej trajektorii, podczas gdy catka trajektorii jest sumg catek po wszystkich trajektriach. Krop-
kowana trajektoria BD jest przeniesiona replika trajektorii AC. Prawa strona: Kreskowana Sciezka taczy czas
poczatkowy z koncowym za pomoca dwbch jednakowych krokach czasowych. Czerwona jednolita trajektoria
narysowana jest w N krokach, kazdy z nich o rozmiarze Epsilon. X; to pozycja trajektorii w czasie t;.

Dzielimy trajektorie miedzy punktami A i B na N jednakowych krokéw o rozmiarze € i oznaczamy je indeksem
VE
ty — tq
TN
Dokladniej byloby uzywaé z(t;) do okreslenia pozycji trajektorii w czasie t;, jednak w praktyce dyskretyzu-
jemy przestrzen rownomiernie oraz posiadamy polaczenia miedzy najblizszymi punktami.

= tj=ty+je  (j=0,N) (13)

Kiedy juz stworzyliSmy naszg siatke, mozemy rozpatrzeé calki oraz pochodne na potaczeniach miedzy punk-

tami:
dl‘j N Tj —Tj—1 Tj—Tj—1

at  t—t; ., e (14)
Sj ~ LiAt ~ %mM —V(xj)e (15)
gdzie zaktadamy, ze Lagranzjan jest staly na kazdym potaczeniu.
Calke trajektorii na siatce wyznaczamy na podstawie twierdzenia o zlozeniu dla propagatoréw (G):
G(b,a) = /dij(xmtb;mj,tj)G(xj,tj;xa,ta) (ta < tj, t; <tp) (16)

Dla czastki swobonej rownanie propagatora przybiera postac:

_ m m i(S[bg]+5[5,a])
G(b,a) \/Zm(tb_tjMMtj_ta) / dzje

_ m iS[b,a)
G(b,a) =,/ Smilty — 1) /dx]e (17)

Jak widaé¢ dodaliSmy do siebie dziatania S poniewaz calki linii lacza si¢ na zasadzie S[b, j|+SJj, a]=S[b, a].

Dla trajektorii o N-punktach miedzy liniami (tak jak na rys.3) réwnanie (16) wyglada nastepujaco:
' N
G(b,a) = /dml coday_1 e Sl a) =378, (18)
j=1

gdzie S; jest wartoscig dzialania dla potaczenia j.



W tym momencie catka nad jedna trajektoria pokazana na rys.3 stala si¢ suma N elementéw, ktéra stanie
sig sumag nieskonczonej ilosci elementéw w momencie kiedy krok czasu € dazy do zera.

Propagator (7) jest suma wszystkich potaczen miedzy punktami A i B. Kazde polaczenie jest wazone poprzez
eksponente jej dzialania wzdhuz trajektorii:

G(z,t;z0,t0) = dw1dzg - - - d 1 eSlEro], (19)
N—-1 N—-1

Slz,zo] = Z Slwjqr1,xj] ~ Z L(xj,ij)e (20)
j=1 j=1

gdzie L(xz;, ;) jest $rednig wartoscia Lagranzjanu na polaczeniu j w momencie ¢ = je.

Mozemy zauwazy¢, ze G jest okredlony dla ujemnego urojonego czasu w wyrazeniu (12) dla funkcji falowej

stanu podstawowego. Podobnie rozwazamy Lagranzjan dla t = —it
1 .d
Liz,d) = T=V(x) = +5m(Z)? = V(2). (21)
dx 1 dx. 4
S L) = m(E) v (22)

gdzie dla ulatwienia obliczen zakladamy, ze potencjal V(x) nie zalezy od predkogci i innych wartosci x.

Po odwoérceniu znaku energii kientycznej L mozemy zastosowaé¢ we wzorze operator Hamiltonianu, opisujacy
funkcje wspodlrzednych uogdlnionych.

He, ) = () V(@) = B (23)
= Lz, %) = —H(, Zi;) (24)

Przepisujac catke po trajektorii ¢t z L jako catke po 7 z H mozemy wyrazi¢ funkcje Greena i jej dzialanie w
ujeciu Hamiltonianu. Otrzymujemy nastepujacy wzér gdzie catka krzywolinowa z H obejmuje calg trajktorie.

G(z, —iT;20,0) = /dxld;vg coedry_1e Jo Har! (25)

Caltke z H wyrazamy jako Srednig energie na kazdym ogniwnie, gdzie E; = T; + Vj, oraz sumujemy, aby
uzyskaé laczng energie &:

/H(T)dT = ZeEj = ce(xj) (26)

£(r) mozemy potraktowaé jako linie prosta, nastepnie uzywaja¢ pochodnej eulera aby uzyka¢ predkos$é
mozemy oszacowaé potencjal w punkcie srodkowym kazdego lacza. Podstawiamy réwnanie (25) do naszego
rozwiazania dla funkcji stanu podstawowowego (12), gdzie poczatkowe i koncowe punkty w przestrzeni sa
takie same. W rezultacie otrzymujemy funkcje podzialu, co wykazuje podobienstwo do termodynamiki.

Nastepnie przeksztalcamy réwnienie Schrodingera zalezne od czasu na réwnanie dufyzji ciepta:

o -v? v

“a(=ir) ~ 2m ar  2m

P =



Suma po Sciezkach w kunkcji Greena moze by¢ wyrazona przez czynnik Boltzmana, ktéra $cidle wiaze nasze
rozwazania z termodynamika.

1 h
P=c% =kl o kpT = - == (28)

W konsekwencji granica ¢ — 0 ktora sprawia, ze czas jest ciagly, jest granica ,wysokiej temperatury”.
Granica 7 — oo jest wymagana do rzutowania funkcji falowej przy rozwigzywaniu calki. W ten sposob
wyrazilidmy funkcje Greena jako catke po $ciezce, ktéra wymaga zastosowania Hamiltonianu i sumowania
po wszystkich Sciezkach.

2 Implementacja algorytméw w Pyhonie

Implenetacje kodu zaczynamy od zdefiniowania zmiennych path oraz prob, ktérych bedziemy uzywaé w
dalszej czesci przy liczeniu trajektorii oraz prawdopodobienstawa stanu podstawowego.

108
= 181
xsacle = 1e@.

path
prob = np.zeros([M], float)

Rys. 4: Funkcje liczace calke oraz prawdopodobienstwo.

Kolejnym krokiem jest dobranie osi wykresu dla trajektorii.
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Rys. 5: Dobranie odpowiednich osi.

Nastepnym etapem jest definiowanie odpowiednich funkcji ktéra sumuje catki po trajektorii oraz rysuje
trajektorie calki za wczeScniej zdefiniowanych osiach xy oraz stanu podstawowego.

energy(path):
sums = 0.
i in range (@, N-2):

sums += (path[i+1] - path[i]) * (path[i+1] - path[1])
sums += path[i+1] * path[i+1]
~eturn sums

Rys. 6: Funkcja liczaca calke energii.



plotpath(path):

for j in range (@, N):
trplot.x[j] = 220 * path[j]
trplot.y[j] =m2 * j - 1ee

plotwvf(prob):

for i in range (@, 100):
wvplot.color =
wvplot.x[i] = 8 * i - 4e0
wvplot.y[i] = 4.0 * prob[i] - 150

oldE = energy(path)

Rys. 7: Funkcje rysujace wykresy odpowiednio trajektorii na osi xy oraz prawdopodobienstwa stanu podsta-
Wowego.

Wreszcie dochodzimy do momentu, w ktérym stosujemy w kodzie alogrytm ”Metropolis”. Algorytm ten
pozwala oszacowaé calki i rozktady prawdopodobienistwa dla ztozonych systeméw, ktore zazwyczaj sa zbyt
trudne do modelowania analitycznego, takie jak np uktady wielowymiarowe. Nastepnie przy pomocy petli i f
wybieramy maksymalne wartosci catki oraz stosujemy funkcje, ktora nie dopuszcza do rysowania wartosci
ujemnych na wykresie.

element = int(N * random.random())

change = 2.8 * (random.random() - ©.5)

path[element] += change

newE = energy(path);

if newE > oleE math.exp(- newE + oldE) <= random.random():
path[eléﬁént] -= change
plotpath(path)

elem = int(path[elemet] * 16 + 50)

Rys. 8: Zastosowanie algorytmu Metropolis.

if elem > 100:

elem = 100
prob[elem] += 1
plotwvf(prob)
oldE = newE

Rys. 9: Funkcja rysujaca wykres prawdopodobiefistwa rosnacy dla wartosci x.

2.1 Assesment

e Przy pomocy funkcji, wykreslamy rzeczywiste $ciezki czasoprzestrzenne uzywane w symulacji wraz z
klasycznna trajektoria.

e W celu uzyskania ciaglego obrazu fukncji falowej zmiejszamy odstepy siatki x. Nastepnie zmiejszajac
€, uzyskujemy dokladniejsza wartos¢ funkcji falowej w dowolnych miejscach sieci.



e Szacujemy energie za pomoca ponizszej funkcji, gdzie pochodna przestrzenna jest obliczana numerycz-
nie. Fazy mozna zignorowaé, poniewaz nie pojawiaja sie znaki w funkcji falowej stanu podstawowego.

~ WHY)  w *x—ﬁ o o -
E= Ny = sy | @O g s v = R

e Badamy efekt zwiekszajac h, dzieki czemu zapobiegamy wiekszych wahan wokol trajektorii wyjscio-
wej. Zmiejszajac warto$¢ wyktadnika statej Boltzmanna, okreslamy czy obliczenia staja sie mniej lub
bardzije niezawodne pod wzgledem mozliwoséi znalezienia teorii klasyczne;j.

e Badamy ¥ w zaleznoéci od potencjalu grawitacyjnego.

3 Podsumowanie
Przy pomocy algorytmu Metropolis nauczyliSmy sie przedstawia¢ prawdopodobienstwo stanu podstawowego
poprzez catkowanie po trajektoriach Feymanna oraz poznaliSmy ogélna teorig¢ Feymanna. Niestety, kod nie

dziala w pelni poprawnie, co wynika z zastosowania straszego wzoru, ktéry nie do konca wpisuje sie w
owczesne ramy uzytkowania jezyka Python.
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