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1 Wstep

Kontrolowanie chaosu jest bardzo istotna czescia proceséw inzynieryjnych szczegdlnie w elektron-
ice i uktadach mechanicznych. Istnieja dwa typy kontroli: kontrola z i bez sprzezenia zwrtonego.
Uktad chaotycznego atraktora sklada sie z nieskonczonej ilodci niestabilnych orbit periodycznych.
Kontrola takich uktadow polega na stosowaniu niestabilnych orbit w celu opanowania i konrtolowa-
nia chaosu, jedng z metod, ktéra mozna wykorzystaé jest metoda Ott-Gerbogi-Yorke’a. Stosuje ona
odpowiednio dobrane tymczasowe perturbacje parametréw wplywajacych na uklad rozpraszajacy
sie, pozwalajac na przezmiang z chaotycznej trajektorii w porzadany punkt ustalony lub periody-
czng orbite, wykorzystujac przy tym sprzezenie zwrotne. Stosuje sie ta metode w odwzorowaniach
dwu i jednowymiarowych, ktére naleza do odwzorowan logstycznych lub odwzorowan Hénona.
Kontrolowanie moze réwniez odby¢ sie przez potaczenie okresowych modulacji z parametrem kon-
trolujacym, czy nawet taczeniem dwdch chaotycznych uktadéw.

2 Metoda Ott-Yorke-Grebogi’ego

2.1 Odwzorowanie jednowymiarowe

By zrozumien dziatanie metody Ott-Grebogi-Yorke’a oraz w jaki sposob stabilizuje ona niestabilne
okresowe orbity osadzone w otoczeniu chaotycznego atraktora wykorzystamy prosty uktad bazujacy
na odwzorowaniu logistycznym:

2+ 1= f(z,r) =re(l —zy)

gdzie x jest ograniczony interwalem jednostkowym [0, 1], a parametr r nalezy do przedziatu (3,4).
Odwzorowanie logistyczne tworzy chaos poprzez bifurkacje podwajajaca okres, ktéra kumuluje sie
w dla r = 7o & 3.57 Ten uklad dla wartosci » = 3.8 jest pozornie chaotyczny i chaotyczny atraktor
miesci sie w interwale [0, 1] oraz sklada z nieskonczonej iloSci niestabilnych okresowych orbit osad-
zonych w nim.

Zalézmy teraz, ze chcemy uniknaé¢ chaosu wystepujacego dla r = 3.8. Trajektorie, ktére chcemy
uzyska¢ moga mie¢ dowolny losowo wybrany punkt poczatkowy xg i muszg sie znajdowacé jak
najblizej mozliwej 2 okresowej orbity zajkladajac, ze ta 2 okresowa orbita daje najlepsze "os-
iagi” ukladu. Mozemy wybraé¢ porzadany asymptotyczny stan z odwzorowania, z ktorejkolwiek z
nieskonczonej liczby niestabilnych orbit okresowych. Aby osiggnac nasz cel zakladamy, Zze r mozna
bedzie delikatnie dostosowaé¢ w bardzo maltym przedziale w okolicach ro = 3.8. R bedzie sie mogto
zmieniaé w przedziale [ro— 9, rg+0], gdzie § < 1, z natury atraktora, kazdy trajektoria zaczynajaca



[1]:

[2]:

sie w jakim$ x( spadnie w kierunku okolicy wybranej przez nas 2 okresowej orbity po jakims$ czasie,
jezeli jednak w zaden sposéb nie zareagujemy, to szybko sie od niej oddali. Wczesniej wspomniane
male perturbacje beda zaleze¢ od czasu. Logistyczne odwzorowanie w okolicy okresowej orbity
moze zosta¢ przyblizone przy pomocy liniowych réwnan rozwinietych wokot tej okresjowej orbity.
Niech naszym celem bedzie m okresowa orbita, ktéra bedzie kontrolowana przez x(i),i = 1,...,m
gdzie z(i + 1) = flz(i)] i x(m + 1) = z(1) . Zakladamy, ze w czasie t trajektoria spada w okolice
i-tej skladowej m okresowej orbity. Zlinearyzowana dynamika w tej okolicy (i + 1) -tej sktadowej
przybiera forme:
Of (z,r) Of (z,r)

T+ 1— $(Z + 1) = Th:x(i),r:m (xt - l’(Z)) + T|$:$(i),T:T0Art

Gdzie pochodne czastkowe sa obliczane w x = x(i) i 7 = rg i otrzymujemy:
Tpp1 — (i + 1) = ro(1 — 22(2)) (20x(3)) + x(7)(1 — z(2))Ary
Wymagane jest aby x4 zostalo w okolicy x(i + ), wiec zakladamy:
|zt +1—2z(i+1)]=0

7 tego wynika, ze:

(22(i) — 1) (s — (1))
(i) (1 — (i)

To réwnanie trzyma trajektorie x;, w momencie gdy ta trafi w bliska okolice m cyklicznej orbity,
czyli kiedy |z; — z(i)] — 0. Wiec wymagana perturbacja parametru Ar; jest mala. Niech diu-
go$¢ malego interwalu definiujaca okolice dookota kazdego ze sktadowej m okresowej orbity bedzie
wynosi¢ 2e. 7 reguly maksymalna permutacja d jest proporcjonalna do e. Poniewaz € moze by¢
arbitralnie maly i § rowniez taka moze by¢. Jezeli jednak Sredni czas przejscia w okolice docelowej
okresowej orbity zalezy od e (lub ¢), wigksza ¢ skutkuje krétszym Srednim czasem nim trajekto-
ria bedzie konrtolowana, jednak zbyt duza sprawi, ze efekty nieliniowe stang sie znaczne i liniowe
podejécie do kontrolowania trajektorii nie wystarczy. Perturbacje parametréw dopiero zostaja za-
stosowane, gdy trajektoria wchodzi w okolice docelowej orbity okresowej, kiedy nie sa one one w
uzyciu uktad rozwija sie dla nominalnej wartosci parametru rg, zazywczaj wtedy Ar; = 0, dla
Ary > 6. Perturbacje parametru Ar; zaleza od x¢, wiec zaleza réwniez od czasu.

Ary =19

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

#controlling logistic map fized point
x = [0.28] #init value

r0 = 3.8 #control param

T = 700 #number of tterations

count = 0

eps = 0.001

xf = 1.0 - 1.0/x0 # fized point
r =10
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for t in range(T):

x.append (r*x[-1]1*(1.0-x[-1]1))

count += 1

if abs(x[-1]-xf) < eps:
#print ("in eps neighbourhood \n count: {}".format(count))
delta = rO*(2.0*xf-1.0)*(x[-1]-x£)/(xf*(1.0-x£f))
#print ("delta = {}". format(delta))
r = r0 + delta
#print ("z = {}". format (z[-1]))

plt.plot(x[-100:1)

[<matplotlib.lines.Line2D at 0x7f8daf547be0>]
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#controling logistic map period—two orbit
x = [0.28] #init value

r0 = 3.8 #control param

T = 400 #number of iterations

count = 0

eps = 0.001

#periodic points

ab = (1.0 + 1.0/r0)

xpl = ab/2.0 + (-ab/r0 + ab*ab/4.0)**0.5
xp2 = ab/2.0 - (-ab/r0 + abxab/4.0)**0.5




print("xpl
print ("xp2

{:.4f}" format (xpl))
{:.4f}" . format (xp2))

r = r0

xpl = 0.8894
xp2 = 0.3737

[6]: for t in range(T):

x.append (r*x[-11*(1.0-x[-1]1))

count += 1

if abs(x[-1]-xpl) < eps:
delta = rO*(2.0*xpl - 1.0)*(x[-1] - xpl1)/(xp1*(1.0 - xpl))
r = rO0 + delta

elif abs(x[-1]-xp2) < eps:
delta = rO*(2.0*xp2 - 1.0)*(x[-1] - xp2)/(xp2*(1.0 - xp2))
r = r0 + delta

[7]: plt.plot(x[-100:]1)

[7]: [<matplotlib.lines.Line2D at 0x1157854c0>]
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2.2 Uklady réwnan réznicowych

Rowazmy uktad:
Tt41 = f(xa ’I”)

gdzie x; € R™,r € R1i f jest dostatecznie gltadka w sostunku do obu zimennych, r stanowi rzeczy-
wisty parametr, ktory jest osiggalny dla zewnetrznych korekt, ale jest ograniczony do matego in-
terwalu |r — rg| < & w okolicach wartosci nominalnej 9. Zakladamy ze uklad nominalny(,czyli
dla r = r9) posiada chaotyczny atraktor. Parametr kontrolujacy r zmieniamy w odniesieniu do
czasu w taki sposéb, aby dla prawie wszystkich warunkéw poczatkowych w obrebie atraktora chao-
tycznego dynamika sprowadzala je do upragnionej czasowo okresowej orbicie sktadajacej sie na
atraktor. Przyjeta strategia jest nastepujaca, pierwsze znajdujemy lokalne stabilizujace prawo
ze sprzezeniem zwrotnym, ktére zdefiniowane jest w obrebie okolicy porzadanej okresowej orbity.
Robi sie to poprzez analize przyblizenia pierwszego rzedu takiego ukladu w wybranej niestabil-
nej okresowej orbicie, w tym momencie zakladamy, ze istnieje mozliwosc stabilizacji w naszym
przyblizeniu. Ponoiewaz mozliwoéc stabilizacji jest ogdlng wilasnoscig systeméw liniowych, takie
zalozenie jest uzasadnione. Ergodyczna natura ukladéw chaotycznych zapewnia nas, ze aktualny
stan trajektorii w koncu trafi do wybranej okolicy. Gdy sie w niej znajdzie stosujemy stabilizujace
prawo ze sprzezeniem zwrotnym, ktore pozwala nam sterowac trajektorie w kierunku porzadanej
orbity. Poniewaz kontrolowanie niestabilnej okresowej orbity zp; € R" z ¢ = 1,..., P, gdzie P oz-
nacza dlugosc okresu, moze zostaé osiagniete poprzez male, dokladnie okreslone wariacje ukladem
parametéw wraz z kazda iteracja t. Wiec musimy rowazy¢ uklad sprarametryzowany:

Tip1 =[x, 1)

Poprzez lekka zmiane r; punkty okresowe réwniez lekko si¢ przesuna, tzn. xp; dla ¢ =1,..., P. Ta
metoda jest opisywana jako stosowana w stabilizacji punktéw ustalonych (to jest orbit jednookre-
sowych) odwzorowania f. Rozwarzanie orbit o okresie wiekszym niz jeden jest stosunkowo proste.
Niech z*(r) okresla niestabilny ustalony punkt w atraktorze. Dla wartosci r oraz zblizonych do rq i
w okolicy punktéw ustalonych z*(rg) odwzorowane moze byéprzyblizone jako liniowe odwzorowanie

Tep1 — x¥(r) = Alzy — 2% (ro)] + B(r — o)
Gdzie A to n-ta macierz Jakobianu, a B to n-wymiarowa kolumna wektora
A:=Dyf(x,r),B:=D,f(z,r)

Pochodne czastkowe w punktcie z = x*(rg) i r = ro. Wprowadzimy teraz zalezno$é od czasu
parametru r przez zalozenie, ze jest on liniows funkcja x; w formie

r—ro=—K(x;, — 2*(rp))

Macierz K7 w formie 1 x n musi by¢ tak okreélona, aby ustalony punkt z*(r) stal sie stabilny. W
wyniku tego uzyskujemy

Tip1 — ¥ (ro) = (A — BKT)(x; — z*(rg))
pokazuje to, ze ustalony punkt bedzie stabilny jesli macierz n x n

A— BKT



jest asymptotycznie stabilna: to wystarczy, wszystkie wartosci wlasne posiadaja modulo mniezsze
od jednoéci. Rozwiazanie problemu determinacji K7, takie aby wartoéci wlasne macierzy A — BKT
mialy okreélone watosci jest bardzo znanym problemem w teorii kontroli nad uktadami i nazywa sie
technikq umieszczenia bieguna (pole placement technique) Jako przyklad rowazmy odwzorowanie
Hénona w formie

2
141 = @ + broy — Ty, Tor41 = T1t

Dla b = 0.3 1 a = a = 1.4 istnieje niestabilny punkt siodtowy zawarty w chotycznym atraktorze.
Ten punkt ustalony jest okreslony przez

] =—-c+Vc+a,x5=1]

gdzie ¢ = (1 —b)/2 1 a > —c?. Otrzymujemy

=05 = (57 0) B =Dos) = ()

Wartosci wlasne i wektory wlasne A sa opisane przez

s = a1+ /b + a2, <A1> A= -1 — /bt a2, <A1u)

Macierz A — BKT jest opisana przez

. T —21'1(—]4}1 b—k‘g
A—- BK _< 1 0

[8]: | #Control Henon
T = 3450 #number of iterations
x = [-0.760343]; y = [1.40007] #init values
a=1.4; b=0.3; a0 = a
#unstable fized point
c=1(.0-0b)/2.0
xf = -¢ + (c*xc + a)**0.5
yf = xf
print("xf = yf = {:.4f}".format (xf))

k1 = -0.1
k2 = 1.3
count = O
eps = 0.005

xf = yf = 0.8839

[9]: for t in range(T):
x.append(a0 - x[-1]*x[-1] + b * y[-1]); y.append(x[-2])
#print (z); print (y)
count += 1
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if abs(x[-1] - xf) < eps and abs(y[-1] - yf) < eps:

a0 = a - ki*x(x[-1] - xf) - k2*(y[-1] - yf)
plt.plot(x[-100:],label="'x")
plt.plot(y[-100:],1label="y"')
plt.legend ()

<matplotlib.legend.Legend at 0x7f£8daf3d86a0>
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#henon ogy
def f(p,x,y,b):

return p - x*x + by
def fp(a,b):

return (b-1.0)/2.0 + (((1.0-b)**2)/4 + a)**0.5 #fized point

def Es(x,b):

return -x + (x*x + b)**0.5 #stable eigenvalue
def Eu(x,b):

return -x - (x*x + b)*x0.5  #unstable eigenvalue

a0 = 1.4; b =10.3
x = [0.6]; y = [0.7] #init values
delta = 0.01 #maxz perturbation

xf = yf = fp(a0,b) #fized point
lambdas = Es(x[0],b) #eigenvalues
lambdau = Eu(x[0],b)
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fu = ((lambdau**2 + 1)*+*0.5)/(lambdau - lambdas)
ful = fu
fu2 = -lambdas * fu #etgenvectors

print("fixed point: ({:.4f}; {:.4f}); eigenvalues: {:.4f}; {:.4f}".
—format (xf,yf,lambdas,lambdau))

fixed point: (0.8839; 0.8839); eigenvalues: 0.2124; -1.4124

k=20
while k <= 15:
deltap = -lambdau*(ful*(x[-1]1-xf) + fu2*(y[-1]-yf))/ful
if abs(deltap) < delta:
at = a0 + deltap
x.append (f (at,x[-1],y[-1],b)); y.append(x[-2])
k += 1
else:
k = 0;
x.append (f (a0,x[-1],y[-1],b)); y.append(x[-2])
plt.plot(x,label="'x")
plt.plot(y,label="'y"')
plt.legend()

<matplotlib.legend.Legend at 0x7£8daf346c88>
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3 Mate okresowe perturbacje

Kontrola chaosu dla rozpraszajacych ukladéw z paramerem kontroli moze by¢ zrealizowana poprzez
sprzezenie stabych okresowych oscylacji z parametrem kontroli. Rozwazamy réwnania Lorentza

du1
W = O'(Ul — 'LLQ)
dUQ
ﬁ =TuUr —uUiuU2 — U
dus
E = UuUiru2 — bU3

WybraliSmy takie parametry dla rownania Lorentza gdzie ukla posiada dziwny atraktor np. o =
10,b = 0.4r = 80. Dla sprzezenia okresowych oscylacji z paremetrem kontroli zastepujemy parametr
r w ukladzie Lorentza na

r — 1+ kcos(Qt)

gdzie 2 jest modulacja czestotliwosci a k jest moduacja amplitudy. PRozwazamy uklad zalezny od

czasu
duy _ o(up — ua)
7~ olun—ug
dus
o= (7 + kcos(2t))uy — uug — uz
%—u uz — bu
g e 3

Po kontroli z czestotliwoscig 2 = 6,28318 otrzymaliSmy pierwszy okres, drugi okres oraz czwarty
orbitujg dla wartosci k = 2,11,k = 3,k = 36, 8.

from scipy.integrate import odeint

def dx_dt(x,t):
return [sigma*(x[1]-x[0]), (r+k+*np.cos(omegax*t))*x[0]-x[0]*x[2]-x[1],,
-x[0]*x[1]-b*x[2]]

sigma = 10.0; b = 0.4; r = 80; omega = 2*np.pi

x0 = [0.8, 0.8, 0.8]
k=2.11

t = np.linspace(0,100,10000)
X odeint (dx_dt, x0, t)

plt.plot(x)

[<matplotlib.lines.Line2D at 0x7f£8d89dacf98>,
<matplotlib.lines.Line2D at 0x7£8d89d41048>,
<matplotlib.lines.Line2D at 0x7£8d89d410£0>]
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[19]: from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
ax = plt.axes(projection ='3d')
ax.plot(x[-1000:,0],x[-1000:,1],x[-1000:,2])

[19]: [<mpl_toolkits.mplot3d.art3d.Line3D at 0x7£8d89d70£f28>]
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[20]:|x0 = [0.8, 0.8, 0.8]

k=3

t = np.linspace(0,100,10000)
odeint (dx_dt, x0, t)

[21]: plt.plot(x)

[21]: [<matplotlib.lines.Line2D at 0x7£8d89c9f898>,
<matplotlib.lines.Line2D at 0x7£8d89c9f908>,
<matplotlib.lines.Line2D at 0x7£8d89c9f9b0>]
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[22]: ax = plt.axes(projection ='3d')
ax.plot(x[-1000:,0],x[-1000:,1],x[-1000:,2])

[22]: [<mpl_toolkits.mplot3d.art3d.Line3D at 0x7£8d89cdf438>]
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[24] :

[24] :

x0 = [0.8, 0.8, 0.8]

k = 36.8
t = np.linspace(0,100,10000)
x = odeint(dx_dt, x0, t)

plt.plot(x)
[<matplotlib.lines.Line2D at 0x7£8d89b7ab38>,

<matplotlib.lines.Line2D at 0x7£8d89b7aba8>,
<matplotlib.lines.Line2D at 0x7£8d89b7ac50>]
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[25]: ax = plt.axes(projection ='3d')
ax.plot(x[-1000:,0],x[-1000:,1],x[-1000:,2])

[25]: [<mpl_toolkits.mplot3d.art3d.Line3D at 0x7£8d89b37278>]
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4 Synchronizacja chaosu

Aby zsynchronizowaé¢ dwa chaotyczne uklady kére nazwiemy A i B, wyobrazmy sobie, ze niektére
parametry uklady jednego z uktadéw (zalézmy ze B) moze by¢ dostosowany zewnetrznie. Zalézmy,
ze niektére zmienne statu obu uktadéw A i B mogg by¢ zmierzone. Niektére dynamiczne zmienne
tych dwéch ukladéw sa zmierzone bazujac na tym ktory parametr tymczasowy perturbacji jest
przeliczany i stosowany do uktadu B. Zakladamy, ze przed synchronizacja niektére informacje
dotyczace struktury geometrycznej atraktora chaotycznego (np. Macierze jakobiego wzdléz dtugiej
chaotycznej trajektorii ktéra praktycznie pokrywa caly atraktor) zostaly pozyskane. Bazujac na
tym pomiarze i naszej wiedzy na temat uktadu (najpierw mozemy na przyklad obserwowaé i stu-
diowaé uklad), kiedy jest okreSlone, ze statyczne zmienne dla A i B sa blisko, obliczamy maly
parametr perturbacko bazujac na algortymie Ott-Gerbogi-Yorke i stosujemy go w uktadzie B. Dwa
uktady moga wtedy by¢ zsynchronizowane, jednakze ich trajektorie sa wciaz chaotyczne. bedac
pod wplywem zewnetrznego szumu jest skoriczone prawdopodobienstwo, ze dwie wczesniej zsyn-
chronizowane trajektorie moga straci¢ synchronizacje. Jednakze z pewnym prawdopodobienstwiem
trajektorie A i B moga ponownie by¢ zsynchronizowane. W takim sensie metoda synchronizacji
jest silna przeciwko malym zewnetrznym szumom. Rozwazamy dwa prawie jednakowe chaotyczne
uktady, ktére moga by¢ opisane przez dwuwymiarowe odwzorowanie na powierzchni Poincarea

ze+ 1= f(ze,m0)|Al, e + 1= f(ys,7)| B

gdzie xs,y; € R?, f jest gladka funkcja w jej zmiennych, ro dla uktadu A jest ustalong wartoécia
parametru, r jest dla uktadu B zewnetrznym parmetrem kontrolowanym. Dla celu synchronizacji
wymagamy, by dynamika nie powinna by¢ znaczaco rézna dla uktadu A i B. Innymi slowy kazdy
parametr perturbacji powinien by¢ malty. Przez to wymagamy, by

|r —ro| < X

gdzie ¥ jest malg liczbg zdewiniowana w zasiegu wariacji parametru. Zakladamy, ze dwa uklady
zaczynaja z innymi warunkami poczatkowymi. W uogdélnieniu wynikajace chaotyczne trajektorie sa
kompletnie niepowiazane. Jednak przez ergodycznosé z prawdopodobienstwem 1 do 2 trajektorie
moga arbitralnie przyblizy¢ sie do siebie w p6Zniejszym czasie n.. Bez kontrololowania obie trajek-
torie ponownie si¢ od siebie rozdziela. Celem jest aby parametr r byl dostosowany w taki sposéb
by |y — x| — 0 dla n > n. co oznacza, ze A i B sa zsynchronizowane w t > t.. Lineralizowana
dynamika w otoczeniu "celu” trajektorii {z;} jest nastepujaca

ye+1—ai+1(ro) = J(ye + 1 — 2t + 1(r0)) + V(Ar),

gdzie ry := ro+ (Ar)y, (Ar) < X, J jest macierza Jacobiego 222 a V jest dwuwymiarowym wektorem
kolumnowym
J = Dyf(ya 7”)|y=:r,r=roa V= Drf(y77')|y =T, T =T0

Wtasciwoscia chaotycznej trajektorii jest istnienie zaréwno w stabilnym i niestabilnym kierunku
dla praktycznie kazdego punktu trajektorii. Niech e, ) bedzie stabilnym i niestabilnym wektorem
jednostkowym dla z¢ oraz fy; oraz f,;) beda dwoma wektorami jednostkowymi ktére spelniaja

Jut) * €uty = fsr) ¥ €s) = 1

Jut) * €st) = fs(t) * €ury =0

14



[26] :

[27]:

Aby ustabilizowaé {y;} wokdl {x;}, wymagane jest by nastepna iteracja z; po wpadnieciu w male
sasiedztwo wokét xy by lezalo na stabilnym kierunku w ;41 (rg) np.

[Yt+1 — Tey1(r0)] * Jut+1)
Otrzymujemy wyrazenie dla parametru perturbacji

(Jlye — z2(r0)]) * fues1)
=V fu@rn)

(Ar); =
Jesli (Ar)y > X ustawiamy (Ar); = 0. Zauwazmy, Ze f,;) moze by¢ przeliczone w odniesieniu do
J. Tlustrujemy nasz algorytm synchronizacji przez wykorzystanie odzorowania Henona.
Tip1 = a — x5, + 0, 3704, Top1 = 21t
gdzie a jest parametrem kontrolnym. Rozwazajac dwa uklady Henona
Tipy1 = a — x5 + 0,300, Ty = T1t

Yie+1 = a — Yy + 0, 3y2, yor11 = yit

(e

Wartosci wlasne oraz wektory wlasne dla J sa dane przez

As / Au
)\S:—xl—i—\/b—i-x%,(l),)\u:—xl—i— b—i—x%,(l).

Jeden uklad ma ustalona wartos¢ parametru (a = ap = 1,4) co stuzy celowi a w drugim uktadzie
dostosowujemy a w matym zasiegu (1,391 1,41). W czasie t = 0 rozpoczynamy oba uktady z r6znymi
warunkami poczatkowymi. Dwa uklady nastepnie poruszaja sie po catkowicie niepowiazanych
chaotycznych trajektoriach. W pewnym momentcie punkty trajektorii dla niesprzezonych uktadéw
zaczynaja sie do siebie zbliza¢ w otoczeniu epsilona. Kiedy to zachodzi wlaczamy perturbacje

Otrzymujemy

parametryczne.

#Synchro Henon
x1 = [0.5]; x2 =
yl = [0.001]; y2
T = 2200
b=0.3; a=1.4; a0 = 1.4

[-0.8]
= [0.001]

for t in range(T):
x1.append(a0 - x1[-1]1*%2 + b*x2[-1]); x2.append(x1[-2])
yl.append(a - y1[-11#*2 + bxy2[-1]); y2.append(y1[-2])
distance = abs(x1[-1]-y1[-1]) + abs(x2[-1] - y2[-11)
eps = 0.01
rang = 0.01

if distance < eps:
tl = a0 - x1[-1]**2 + b*xx2[-1]

15



[28]:

[28]:

[29]:

[29]:

t2 = x1[-1]
lams = -t1 + (t1**2 + b)**x0.5
lamu = -t1 - (t1**2 + b)**x0.5

f1 = (lamu**2 +1)**0.5 / (lamu-lams)

f2 = -fixlams

deltaa = -((-2.
0xx1[-1]*(y1[-1]1-x1[-1]) +b*x (y2[-1]1-x2[-1]1) ) *f1+(y1 [-1]-x1[-1])*£2) /f1

if abs(deltaa) < rang: a = a0 +deltaa
plt.plot(x1[-100:],label="x1")
plt.plot(x2[-100:],1label="'x2")

plt.legend()

<matplotlib.legend.Legend at 0x7£8d89a7da20>
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plt.plot(y1[-100:],label="'y1")
plt.plot(y2[-100:],label="y2"')
plt.legend ()

<matplotlib.legend.Legend at 0x7£8d89a6af60>
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[30]: deltal = [x1[i]l-y1[i] for i in range(T)]
plt.plot(deltal[-100:],label="x1-y1")
plt.legend ()

[30]: <matplotlib.legend.Legend at 0x7£8d89a2b9e8>

— w1yl
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[31]:

Pecora i Carroll pokazali,ze specyficzne poduktady ukladéw chaotycznych moga byé zsynchroni-
zowane poprzez taczenie ich wspdlnymi sygnatami. To kryterium wskazuje jednoczesnie na jed-
nowymiarowa eksponente sub-Liapunova. Zalézmy chaotyczny uklad opisany przez autonomiczny
uktad réwnania rézniczkowego pierwszego rzeedu z n wektorami stanu:

du
o f(u).
Dzielimy dynamiczny ukltad na dwa podukiady
ul = (v, w)T
dv dw
p g(v,w), - h(v,w)

gdzie v = (uy,ug,...fn),9 = (f1, f2, - fm)sw = (Um + L, um + 2,...uy), oraz h = (frn + 1, frn +
2, ...fn). Tworzymy nowy poduklad w’ identyczny do w przez zastapienie zestawu zmiennych w dla
odpowiadajacych im w w’ w funkcji h. To prowadzi do uktadu

dv dw dw’ ,
o = g(v,w), e h(v,w), - = h(v,w").
Niech

Aw:=w —w

Komponenty podukladu w i w’ beda si¢ synchronizowaé tylko wtedy kiedy Aw — 0 gdy ¢t — oo.
W infinitezymalnej granicy prowadzi to do réwniania wariacyjnego dla poduktadu.

@m = Dyh(v(t),w(t))y
dt
gdzie D__w h jest macierza Jacobiego dla pola wektorowego w w poduktadzie w odniesieniu tylko i
wytacznie do w. Twierdzenie Pecora i Carrolla méwi to tym ze poduklady w i w’ beda zsynchro-
nizowane tylko jesli jednowymiarowe eksponenty Lupinova dla podukladu w’ beda negatywne. To
twierdzenie jest koniecznym ale nie wystarczajacym warunkiem synchronizacji. Nie méwi ono nic
o zbiorze warunkéw poczatkowych w ktérych w’ beda sie synchronizowaé z w. Uklad chaotyczy,
dla przyktadu ma przynamniej jedng dodatnia jednowymiarowa eksponente Lupinova. Jako uktad
reakcji poduktadu wszystkie jednowymiarowe eksponenty Lupinova musza by¢ mniejsze od zera
aby mégl sie synchronizowaé z uktadem napedowym. Jako przyklad rozwazamy model Rosslera
du1 dUQ

dug b ( )
—_— = —U2 — U3, — = U] +aus, — =0+ uz(uy — ¢
dt 2 39 dt 1 29 dt 3\U1

gdzie a,b oraz ¢ sg dodatnymi staltymi. Podrzednym ukladem jest

du'l du,
i fUqug,d—t?’ = b+ us(uj —c)

Dzigki temu w uktadzie Rosslera mozliwym jest uzycie komponentu us by kierowaé¢ uktadem
odpowiedzi (u},u}) i otrzymaé synchronizacje z komponentami (ug,ug) .

#Rossler
def Rossler(x, t):
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a=0.2; b=0.2; c=9.0
return [-x[1]-x[2], x[0] + a*x[1], b + x[2]*(x[0] - <c), -x[1] - x[4], b +,
x[4]1*(x[3] - c)]

[32]: x0 = [0.8, 0.4, 0.8, 1.1, 2.3] #initial conditions
t = np.linspace(0,500,100000)
x = odeint(Rossler, x0, t)

[34]: plt.plot(x[-10000:,3],x[-10000:,4])

[34]: [<matplotlib.lines.Line2D at 0x7£8d89501898>]

50_

20 1

[35]: plt.plot(x[-10000:,0],x[-10000:,2])

[35]: [<matplotlib.lines.Line2D at 0x7£8d89cf30£f0>]
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5 Uklady o sprzezonej fazie

W tej sekcji rozwazamy stabilnosé klasy sprzezonych identycznych autonomicznych uktadéw nielin-
iowych réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu. Te sprzezenia grajg centralng role w synchro-
nizacji uktadéw chaotycznych i moga byé¢ zastosowane w obwodach elektrycznych. Jako zas-
tosowanie rozwazamy dwa sprzezone réwnania Van der Pola oraz dwa sprzezone odwzorowa-
nia logistyczne. Kiedy niesprzezony uktad dopuszcza pierwsza rézniczke badamy, czy pierwsza
rozniczka istnieje w sprzezonym uktadzie. Na koniec omawiana jest relacja eksponent Liapunova
dla sprzezonych i niesprzezonych uktadéw. Biorac pod uwage autonomiczny uktad dla zwyczajnych
réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu

du
E - f(u)a
U= (ul,u2....,un)T

Zakladamy, ze funkcje f; : R" — R sa analityczne. zakladamy, ze u* jest stalym punktem ukladu.
Roéwnaniem zmiennych dla dynamicznego uktadu jest dane przez

dy df
T @(U(t))y

df

gdzie 4. jest macierza Jacobiego. Dokladajac staly punkt u* do macierzy Jacobiego skutkuje
macierza nxn
of
A= —(u*
5y ()
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[36]:

[37]:

[38]:

[38]:

ze stalymi wspélczynnikami. Wartosci wlasne Ay, ...\, tej macierzy determinuja stabilnos¢ statego
punktu v*. Dodatkowo wartoéci wlasne daja nam informacje na temat tego, czy moze zaj$¢ rozwi-
dlenie Hopfa. W takim przypadku zakladamy ze f zalezy od parametru rozwidlenia. Ponadto uktad
ten jest uzywany do znajdowania jednowymiarowych elsponent Liapunova. W kontrolowaniu chaosu
dla autonomiczynch jednowymiarowych uktadéw sprzezenie dwoch jednakowych uktadéow zgodnie
Z

du
W ) el ),
dv
e f)+ce(u—v)

gra centralng role. Tutaj n > 3 i ¢ € R. Po pierwsze musimy wiedzie¢, ze (u*,v*) z v* =
u*) sa stalymi punktami dla ukladu du/dt = f(u). Dodajac staly punkt (u*,u*) do macierzy
Jakobiego otrzymujemy macierz 2nz2n. Nastepnie z 2n warto$ci witasnych dla niesprzezonego
ukladu mozemy okresli¢ stabilnos$é stalego punktu (u*,u*) dla sprzezonego ukladu fazowego. W
ponizszym programie rozwazamy dwa sprzezone fazowo modele Lorentza. Wartosci parametryczne
dla tych modeli wynosza o = 16,r = 40,b = 4. Dla tych warto$ci mamy numeryczny dowod, ze
uktad wykazuje chaotyczne zachowanie. Najwigksza jednowymiarowa eksponenta Liapunova jest
dana przez A = 1,37. Przez to obraz fazowy (ui,v1) dla ¢ = 0.7 jest linia prosta. Dla ¢ = 0.45
mamy 2¢ < A i te uklady sa poza faza. Dodatkowo obraz fazowy nie jest juz dluzej linia prosta.
Obraz fazowy jest wyéwietlony dla réznych wartosci c.

#phase coupling
def CoupledLorentz(x,t):
sigma = 16.0; r = 40.0; b = 4.0
dx0 = sigma * (x[1] - x[0]) + ¢ * (x[3] - x[0])
dx1 = -x[0]*x[2] + r * x[0] - x[1] + ¢ * (x[4] - x[1])
dx2 = x[0]*x[1] - b * x[2] + ¢ * (x[6] - x[2])
dx3 = sigma * (x[4] - x[3]) + c = (x[0] - x[3])
dx4 = -x[3]*x[5] + r * x[3] - x[4] + ¢ * (x[1] - x[4])
dx5 x[3]*x[4] - b *x[5] + c * (x[2] - x[5])
return dx0, dx1, dx2, dx3, dx4, dx5

c =0.7

x0 = [0.8, 0.8, 0.8, 1.0, 0.4, 0.3]
t = np.linspace(0,500,10000)

x = odeint(CoupledLorentz, x0, t)

plt.plot(x[-1000:,0],x[-1000:,3])

[<matplotlib.lines.Line2D at 0x7£8d89b34860>]
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[39]: ¢ = 0.5
x0 = [0.8, 0.8, 0.8, 1.0, 0.4, 0.3]
t = np.linspace(0,500,10000)

odeint (CoupledLorentz, x0, t)

[40]: plt.plot(x[-1000:,0],x[-1000:,3])

[40]: [<matplotlib.lines.Line2D at 0x7£8d8940af98>]
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