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LOGIKA DZIALANIA

Chcemy stworzy¢ maszyne, ktora bedzie ztozona z wspotdziatajacych
ze sobga czesci. Zajmiemy sie opisem zachowan, ktore zachodza wraz
z uptywem czasu oraz dojSciem do tego, jak wzory zachowan
pojedynczych elementow wptwajg na caty uktad.



JAK SPRAWDZIC CZY NASZ UKEAD JEST BEZPIECZNY?

Zatozmy, ze chcemy stworzy¢ samodzielny pojazd, ktory bedzie
zachowywat okreslona bezpieczna odlegtosc od innych obiektow.
Potrzebny nam bedzie miernik odlegtosci ktory poda nam odlegtosc
S', kontroler, ktory majac zmienna S’ podejmie decyzje jaka akcje A
uktad ma podjac oraz silnik, ktory bedzie poruszat uktadem z
konkretnym przyspieszeniem zaleznym od A. Co wiecej nasz
ostateczny wynik wptywa na obecna odlegtosc S od innych obiektow.
W takim razie mamy tutaj przyktad sprzezenia zwrotnego.



JAK SPRAWDZIC CZY NASZ UKEAD JEST BEZPIECZNY?

Aby zapewnic bezpieczenstwo naszemu uktadowi powiedzmy, ze
musimy sie upewnic czy S>5 cm. Kontroler zapewnia relacje, ze gdy
tylko S bedzie mnniejsze od tych 5cm da sygnat silnikowi w postaci:

(A=go)= 5S> 1) A ((A=stop)= S=0)

Jezeli chcemy, zeby kazdy z naszych podzespotow zachowywat sie jak
chcemy musimy zapisac kazda z ich relacji formalnym jezyku
logicznym.



JAK SPRAWDZIC CZY NASZ UKEAD JEST BEZPIECZNY?

Aby byto nam tatwiej porawdz¢ sobie z takim jezykiem wprowadzimy
konstrukcje zwang toposem, ktora jest specjalnym typem kategorii.
Nasz topos BT bedzie nam okreslat, ktory z naszych elementow moze
zmieniac sie wraz z czasem. Aby go opisywac bedziemy potrzebowac
bardzo uniwersalnego jezyka jakim jest matematyka - moze ona
opisywac grafy, grupy czy przestrzenie topologiczne. Czym jednak sie
to rozni, to fakt, ze nasze grafy beda grafami ktore zmieniaja sie w
czasie, nasze grupy beda grupami zmieniajacymi sie w czasie, a
nasze przestrzenie beda przestrzeniami zmieniajgcymi sie w czasie.



JAK SPRAWDZIC CZY NASZ UKEAD JEST BEZPIECZNY?

Nasz BT nie tylko ma swoj wtasny jezyk, ale rowniez matematyczna
semantyke postugujaca sie notacja stosowang w snopach. W naszym
przypadku snop rozumiemy jako przestrzen mozliwych zachowan
roznigcych sie w zaleznosci od uptywu czasu.



KATEGORIA ZESTAW(SET) JAKO PRZYKEADOWY TOPOS

Aby tatwiej zrozumiec toposy zacznijmy od zestawow, poniewaz sa
bardzo podobne a tatwiej bedzie sie wdrozy¢ do zrozumienia ich
logiki. Np logiczne stwierdzenie - predykat - likescats definiuje
funkcje z zestawu P (osoby) na zestawie B (prawda, fatsz). Adam
nalezace do P mapuje na prawde, poniewaz lubi koty. W przypadku
Ewy nalezacej do P mapuje ona na fatsz, poniewaz kotow nie lubi.



KATEGORIA ZESTAW(SET) JAKO PRZYKtADOWY TOPOS

Naszym odpowiednikiem miedzy operacjami logicznymi a operacjami
zestawow jest np. AND, ktory odpowiada intersection. Zestaw ludzi
dla predykatu likescatsANDlikesdogs jest tym samym co intersection
zestawu likescats i zestawu likesdogs



KATEGORIA ZESTAW(SET) JAKO PRZYKEADOWY TOPOS

Cechy wspolne
- Granice | kogranice

tworzenie nowych obiektow z wynikow starych obiektow, uzywajac
rownan zeby zdefiniowac¢ podobiekty, tworzace roztaczne zwiazki.

- Faktoryzacja epi-mono (rozktad na czynniki)

epi - epimorfizm, mapowanie zachowujace sie jak funkcja "na” -
funkcja przyjmujaca jako swoje wartosci wszystkie elementy
przeciwdziedziny
mono - monomorfizm, mapowanie zachowujace sie jak funkcja
roznowartosciowa - funkcja, ktorej kazdy element przeciwdziedziny
przyjmowany jest co najwyzej raz



KATEGORIA ZESTAW(SET) JAKO PRZYKtADOWY TOPOS

- Kategoria Kartezjanska domknieta

dla dowolnych dwoch obiektow C, D nalezacych do Cistnieje hom
funktor D do potegi C do C i naturalny izomorfizm dla jakiegokolwiek
A nalezacego do C



KATEGORIA ZESTAW(SET) JAKO PRZYKEADOWY TOPOS

- Klasyfikator podobiektu

podobiekty Y s3 klasyfikowane wedtug predykatow na Y
kazdy obiekt Y rozumie samego siebie - jego czesci i logike, jak
pasuja do siebie poprzez zadawanie pytan wyroczni Omega
W przypadku zestawow monomorfizm oznacza iniekcje. Dla kazdej
injekcyjnej funkcji m: X ->Y pomiedzy zestawami, powinnismy byc w
stanie znalezc funkcje charakterystyczng [m]: Y -> true, false



LOGIKA W TOPOSACH ZESTAWOWYCH (SET)

uzyskiwanie operacji AND

P Q M(true, true)”(P, Q)
true true true
true false false
false true false
false false false

uzyskiwanie operacji OR

P Q |[pvQ

true true true

true false || true
false true true
false false || false




Snop - trojka uporzadkowana (F, ,x) sktadajaca sie z przestrzeni
topologicznej F, przestrzeni Hausdorffa x oraz lokalnie
homeomorficznej surjekcji 7 F -> .
Zamiast badac przestrzenie, uwazamy przestrzenie za zwykte tereny
na ktorych moga sie dziac przerdzne rzeczy. Rzeczy, ktore moga sie
zdarzyC na przestrzeni, sa nazywane snopami, i zawsze formujg typ
kategorii zwany toposem.
Najprostsza wersja terenu sa te, ktore pochodza z przestrzeni
topologicznych: kazda topologiczna przestrzen ma pierwotnie
strukture terenu.



Przestrzen topologiczna (X, Op) jest zestawem X razem z
podzestawami, ktore nazywamy "otwartymi”; te otwarte podzestawy
formuja praporzadek oznaczany jako Op. Snopy na X beda
presheaves (brak ttumaczenia) na Op z unikalna wtasciwoscig zwana
"snopowym warunkiem”; kategoria snopow na X jest toposem.



TOPOSY

Topos jest zdefiniowany jako kategoria snopow. Toposy s3
niesamowicie tadnymi strukturami z roznych pozornie odmiennych
powodow. W tym szkicu skupiono sie na tym, ze kazdy topos ma
wiele takich samych struktur wtasciwosci, ktore ma kategoria "Set”.



PODOBIEKTOWY KLASYFIKATOR Q

Omowmy teraz podobiektowy klasyfikator Q, czyli obiekt wartosci
prawdy w toposie snopkowym Shv (X, Op).



PODOBIEKTOWY KLASYFIKATOR Q

Snop Q jest przedwzmacniaczem, ktory spetnia "snopowy warunek”,
Jako presheaf jest tylko funktorem Q: Opop - Set; przypisuje zestaw
0 (U) do kazdego otwartego U

C Ximaograniczeniemapa(U)(V)zawsze, gdyV C U.



PREDYKAT

W toposie E Shv (X, Op) predykatem jest morfizm snopa p: S - Q,
gdzie S > E jest snop i Q > E to podobiektowy klasyfikator, snop
wartosci prawdy.



PREDYKAT

Dla toposu E Shv (X, Op) i obiektu (snop) S > E, zestaw predykatow S |
QE | E (S, Q) ma naturalnie strukture poset (brak tlumaczenia).



KWANTYFIKACJA

Kwantyfikacja wystepuje w dwoch odmianach: uniwersalnej i

non

egzystencjalnej lub ,dla wszystkich” i ,istnieje”. "Kazda przyjmuje
predykat n + 1 zmiennych i zwraca predykat n zmiennych.



UNIWERSALNA KWANTYFIKACJA

Biorac pod uwage predykat p: S x T - (), powszechnie
kwantyfikowany predykat V (t: T). p (s, t) przyjmuje sekcje s 3 S (U)
dla dowolnego otwartego zestawu U i zwraca a pewien otwarty

zestaw V 3 Q (U).



EGZYSTENCJALNA KWANTYFIKACJA

Biorac pod uwage predykat p: S x T = Q, egzystencjalnie
kwantyfikowany predykat 3 (t: T). p (s, t) przyjmuje sekcje s 3 S (U)
dla dowolnego otwartego zestawu U i zwraca wartos¢ w formie
pewnego otwartego zestawu V 3 Q (U).



PODSUMOWANIE

Temat, ktory zostat przez nas poruszony mowi o modelowaniu
roznych zestawow zachowan uzywajac do tego stosow na przestrzeni
interwatow w czasie. Dane zachowanie moze wydawac sie czyms, co
dzieje sie w danej chwili, jednak nasza pamiec przesztych zachowan
informuje nas, co dane zachowanie oznacza. Zeby by¢ w stanie
planowac i realizowac jakiekolwiek procesy, musimy byc w stanie
zrozumieC interwaty w czasie (time-intervals). Cato$¢ tematu jest
bardzo ztozona i mozna by ttumaczy¢ powiazane z nig zagadnienia
godzinami. Mamy nadzieje, ze dobrze omowiliSmy wybrane przez nas
zagadnienia.
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Dziekujemy za uwage!
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