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1 Wstep

Pierre de Fermat byl francuskim prawnikiem i lingwista, a ponadto matematykiem samoukiem. Nie publikowal swoich
odkryé, przez co pozostawaly nieznane. Niektore z nich zostaly nastepnie niezaleznie odkryte przez Kartezjusza, co
wywolalo spér o pierwszenstwo. Wiekszosé jego prac matematycznych zostala opublikowana dopiero po $mierci przez
jego syna, Samuela. Pierre de Fermat dokonal wielu odkry¢ w teorii liczb, m.in. sformutowal stynne Wielkie Twier-
dzenie Fermata, ktére zostalo wspomniane w serialu ”Star Trek: Nastepne pokolenie” czy w powieéci dla mlodziezy
Kornela Makuszynskiego ”Szatan z siédmej klasy”. Takze w wielu innych ksiazkach bohaterowie usitowali znalezé
dowo6d na prawdziwosé tego twierdzenia oraz dojsé do odtworzenia oryginalnego dowodu, o ktérym Fermat napisat na
marginesie. Tajemniczo$¢ tworczoséci Fermata zachecita nas do zglebinia jej wplywu na wspoétczesna kryptografie.

Rozklad na czynniki pierwsze liczb calkowitych mimo pozornej prostoty do dzi§ pozostaje jednym z wazniejszych
zagadnien obliczeniowych. Ma wieloraki wplyw na posta¢ dzisiejszej informatyki, poczynajac od czysto teoretycznych
zagadnien zwiazanych z teorig obliczen i zlozonosci obliczeniowej, a konczac na catkowicie praktycznym podejéciu
zwiazanym z nowoczesnymi systemami kryptograficznymi. Algorytm Fermata moze dziata¢ wolniej niz naiwne szukanie
dzielnikéw n, dlatego nie ma on praktycznego zastosowania. Zasada jego dzialania stanowi jednak podstawe znacznie
efektywniejszych algorytméw faktoryzacji, takich jak sito kwadratowe i GNFS. Celem tej pracy jest przedstawienie
algorytmu Fermata oraz jego implementacja w jezyku Python.

2 Algorytm rozkladu liczby naturalnej na czynniki pierwsze metoda
Fermata
Algorytm Fermata jest to metoda faktoryzacji, czyli rozkladu liczby na czynniki pierwsze. Metoda ta szybko znajduje

rozktad p jesli jego dzielniki sg bliskie pierwiastkowi kwadratowemu z p. Z powodu istnienia tej metody, tworzac klucze
kryptograficzne oparte na iloczynach liczb pierwszych (RSA), unika sie iloczynéw niewiele rézniacych sie liczb.

Dzialanie algorytmu polega na szukaniu pary liczb x i y takich ze:

p=a? 4

Problem: Znalezé rozklad liczby p > 1 na iloczyn czynnikéw pierwszych.

Jest to prosty sposéb znajdowania czynnikéw (liczb dzielacych p bez reszty). Opiera sie on na spostrzezeniu, iz
jesli potrafimy znalez¢é dwie liczby naturalne x 1y, takie ze:

p=a’ -y’ = p=(z+y)z(z—y)

To czynnikami liczby p sa:
m=x+y oraz n=x—Y

Znalezione czynniki m i n nie musza by¢ liczbami pierwszymi, zatem metode Fermata stosujemy réwniez do ich
rozktadu. Jest to mozliwe, poniewaz czynniki liczby nieparzystej sa rowniez nieparzyste. Czynniki 2 mozna wyelimi-
nowaé z p przed zastosowaniem metody Fermata, zatem nie jest to zadne ograniczenie.

Metoda Fermata jest szczegélnie efektywna w przypadku czynnikéw lezacych w poblizu pierwiastka z p W prze-
ciwnym razie jej efektywnosé jest taka sama lub nawet gorsza jak dla metody prébnych dzielen. W praktyce metoda
Fermata nie jest uzywana, jednak jest wazna z powodu jej wagi dla innych, bardziej zaawansowanych metod poszukiwan
rozkladu liczby na czynniki pierwsze.



3 Sposéb rozwigzania

3.1 Rozwiazanie
— wersja 1

Algorytm wykorzystuje bezpoérednio wlasnoéé p = 22 — y? do znalezienia liczb x i y. Poszukiwania rozpoczynamy od

x rownego pierwiastkowi z p zaokraglonemu w gére do najblizszej liczby catkowitej. Obliczamy:

y'=a"—p
Nastepnie sprawdzamy, czy y jest liczba catkowita. Jedli tak, to znalezliSmy odpowiednie liczby x i y. Poniewaz liczba
p z zalozenia jest nieparzysta, to wszystkie jej dzielniki sg nieparzyste. Obliczamy dzielniki m i n i jedli sa rézne od 1,
to wywolujemy rekurencyjnie procedure Fermata do znalezienia ich rozktadu. Jesli jeden z czynnikéw jest rowny 1, to
drugi musi by¢ réwny p i p jest liczba pierwsza — wypisujemy p i konczymy.
Poniewaz czynnik musi by¢ mniejszy lub rowny p, to:

m=x+ys<p

Przy wzroscie x roénie réwniez y lub pozostaje takie samo. Zatem gdy suma x + y przekroczy p, to nie znajdziemy
juz zadnego dzielnika liczby p i algorytm mozna zakonczyé¢ przyjmujac, iz p jest pierwsze.

Algorytm rozktadu liczby naturalnej na czynniki pierwsze metoda Fermata

Wejscie:

p — liczba rozktadana na czynniki pierwsze, p € N, p jest nieparzyste.
Wyjscie:

Czynniki pierwsze liczby p.
Zmienne pomocnicze:

X, y, z — zmienne do rozktadu p. z,y,z € N.
m, n — czynniki p,m,n € N.

Lista krokéw dla procedury rekurencyjnej Fermat (p)

KO1: x — ceil(sqr(p)) obliczamy warto$¢ poczatkows dla x
K02: ze— 2% —p 2=y

KO03: y «—— ceil(sqr(z)) sprawdzamy, czy z jest kwadratem liczby naturalne;j
KO04: Jedli z # 42, to idZ do kroku K11

KO05: me—zx+y obliczamy czynniki

KO06: n—zx—y

KO7: Jedli n = 1, to idz do kroku K13 przerywamy przy n = 1, gdyz p jest pierwsze
KO08: Fermat (m) rozktadamy rekurencyjnie czynniki m i n
K09: Fermat (n)

K10: Zakoncz

K11: r—a+1 nastepne x

K12: | Jedli z + y < p, to idz do kroku K02 kontynuujemy petle

K13: Pisz p p jest pierwsze

K14: Zakoncz

Program w pierwszym wierszu czyta dowolng liczbe naturalng p > 1 i w nastepnym wierszu wypisuje kolejne
czynniki pierwsze tej liczby. Czynniki moga nie by¢ wypisywane w kolejnosci rosnacej. Zwr6é¢ uwage, iz do poprawnego
dzialania zmienna x musi by¢ zadeklarowana jako 64-bitowa — w przeciwnym razie dla duzych liczb jej kwadrat wyjdzie
poza zakres liczb 32-bitowych. W efekcie program moze dokonywaé rozkladu na czynniki pierwsze liczb 32-bitowych.



C++

// Metoda Fermata

/S Data : 27.683.2008
/7 (€)2820 mgr Jerzy Wataszek
Y

#include <iostream>
#include <cmath>

using namespace std;
void Fermat ( unsigned int p )
{
unsigned long long x, y, z, m, n;
®x = ( unsigned long long )ceil ( sgrt ( p ) );
z=x%x-p;

v = ( unsigned long long )floor ( sqrt { z ) );
if(z==y*y)

—

m= X+ y;
n=x-yj;
if( n ==
Fermat
Fermat (
return,

¥
M+

} while( x + v < p );

cout << p << " "

¥

int main( )

{

unsigned int p;

cin >> p;
while{ p % 2 == 8 )
{

p /=2

cout << 2 << " ",
if( p > 1 ) Fermat ( p );
cout << endl;
return @;

Rysunek 1: Algorytm rozkladu liczby naturalnej na czynniki pierwsze metoda Fermata w jezyku C++

Rysunek 2: Wynik otrzymany przez program.

Podstawowa wada pierwszego rozwiazania jest koniecznos¢ wyznaczania wartosci pierwiastka kwadratowego. Jest
to operacja dosy¢ czasochlonna.



3.2 Rozwigzanie
— wersja 2

Algorytm Feramata mozna zapisa¢ w inny sposob, tak aby nie bylo konieczno$ci wyznaczania pierwiastkéw kwadra-
towych w petli poszukujacej dzielnikéw. Dokonajmy najpierw kilku prostych spostrzezen.

Jesli mamy dana wartoéé kwadratu liczby naturalnej, np. 22, to kwadrat nastepnej liczby x + 1 mozna wyznaczy¢
nastepujaco:
(x+1)2=24+20+1=2+dzx

gdzie:
de =2x+1

Poniewaz x wzrosto o 1, to nowy przyrost dx’ wyniesie:

di! =2(x+1)+1=2z+2+4+1=Q2x+1)+2=dz+2

Wiynika stad, iz majac warto$é poczatkowa kwadratu x? oraz dx, kolejne kwadraty obliczamy w petli wg reguty:

2 =2® 4 de,x = (de —1)/2, da’ =dx+2

Ponizszy program demonstruje te zasade wyznaczania kwadratéw kolejnych liczb naturalnych od 0 do 15.
kx — kwadrat x, poczatkowo 0

dx — przyrost kwadratu, poczatkowo dx = 1, gdyz x = 0

x — kolejna liczba od 0 do 15. Liczbe te wyznaczamy bezposrednio z przyrostu dx.

C++

/7 Wyznaczanie kwadratdw
/4 kolejnych liczb naturalnych

// Data : 2.84. 2008
/7 (C)2028 mgr Jerzy Wataszek
ff e

#include <iostream>
#include <iomanip»

using namespace std;
int main( )
int kx, dx, x;

kx = @; dx = 1;

do
x = (dx - 1) 3> 1;
cout << setw ( 5 ) << x
<< setw ( 5 ) << kx
<< endl;

kx += dx; dx += 2;
T while( x < 15 );
cout << endl;
return @;

Rysunek 3: Program wyznaczajacy kwadraty kolejnych liczb naturalnych w jezyku C++ oraz otrzymany wynik.



Zastosujmy nastepujacg strategie. Mamy dana liczbe naturalna p, p > 1 1 p jest nieparzyste. Obliczamy:

x = ceil(sqr(p)), y=0
e=a?—y?—p

Liczba e jest wartoscig bledu pomiedzy x? — y? a liczbg p. Wyznaczamy przyrosty dla z? oraz dla y?:

der=2x+1
dy =2y+1=1, gdyz poczgtkowo y =0
Teraz w petli badamy blad e. Jedli jest réwny 0, to

p=a’—y
z=(dx—1)/2
y=(dy—1)/2
m=xz+4+y=(de—1)/24+(dy—1)/2=(dx+dy—2)/2 = (dz+dy)/2—1
n=zx—y=(dr—1)/2—(dy—1)/2 = (dz —dy)/2
Jesli n jest rézne od 1, to m i n rozktadamy dalej na czynniki tym samym algorytmem. W przeciwnym razie liczba p
jest pierwsza, zwracamy ja i konczymy.

Jesdli e jest rozne od zera, to nie znalezliSmy jeszcze x i y spelniajacych rownanie Fermata. Badamy znak e.

Jesli e > 0, to przewaza 22, zatem zwickszamy y? i odejmujemy od e przyrost dy. Po tej operacji dy jest zwiekszane
0 2, aby w kolejnym obiegu otrzyma¢ kwadrat nastepnego y—a wladciwie jego przyrost w stosunku do poprzedniego
kwadratu. Zwickszanie y kontynuujemy do momentu, az e < 0, czyli az osiagniemy réwnowage lub przewazy y 2.

Jesli e < 0, to przewaza 32, zatem zwiekszamy 22 i dodajemy do e przyrost dx, ktéry nastepnie zwiekszamy o 2.
Operacje kontynuujemy do momentu, az e > 0.

Wracamy na poczatek petli, az do uzyskania e = 0. W tym miejscu algorytm mozna zoptymalizowaé, sprawdzajac,
czy x +y = p, czyli (dz + dy)/2 > p. Jesli tak, to liczba p jest pierwsza i nie znajdziemy rozkladu na inne czynniki
poza p i 1. Zatem przerywamy petle zwracajac p.

W tej wersji algorytmu Fermata nie wykonujemy w petli operacji pierwiastkowania, a jedynie proste dodawania.
Dzigki temu algorytm staje si¢ duzo szybszy od algorytmu podanego w rozwigzaniu 1.

Algorytm rozkladu liczby naturalnej na czynniki pierwsze metoda Fermata

‘Wejscie:
p — liczba rozkladana na czynniki pierwsze, p € N, p jest nieparzyste.

Wyjscie:
Czynniki pierwsze liczby p.

Zmienne pomocnicze:
e — warto$¢ btedu. e € C.
m, n — czynniki p, m, n € N.
dx, dy — przyrosty kwadratéow x i y. dz,dy € N.



Lista krokéw dla procedury rekurencyjnej Fermat (p)

KO01: m «—— ceil(sqr(p)) wyznaczamy warto$é bledu e oraz przyrosty dx i dy
KO02: e—m?—p e =z — p, poniewaz poczatkowo y = 0
KO03: dr «— 2m + +1 dx — przyrost z°

Ko04: dy «— 1 dy — przyrost >

KO05: Dopdki e # 0, wykonuj kroki K06...K16 w petli staramy sie zréwnaé z2 — 32 z p - wtedy e = 0
KO06: Dopéki e > 0, wykonuj kroki K07...K08 przewaza 2, zwickszamy y?

Ko7: e+——e—dy modyfikujemy btad o przyrost y>

KO8: dy «— dy + 2 przyrost 4% dla zwickszonego o 1 y

KO09: Dopéki e | 0, wykonuj kroki K10...K11 przewaza y2, zwiekszamy x>

K10: e+—e+dx modyfikujemy blad o przyrost z2

K11: dx «— dx + 2 przyrost =2 dla zwiekszonego x

K12: | Jesli (dx + dy)/2 < p, to nastepny obieg petli K05 sprawdzamy drugi warunek zakonczenia petli
K13: dx «— 2 jesli jest spelniony, to p jest liczba pierwsza
K14: dy «—0 dx i dy ustawiamy tak, aby otrzyma¢ n = 1
K15: Id% do kroku K16 przerywamy petle K05

K16: m«—— (dz+dy)/2—1 czynnik wiekszy

K17: n — (dz —dy)/2 czynnik mniejszy

K18: Jedli n = 1, to idZ do kroku K21 sprawdzamy, czy p jest pierwsze

K19: Fermat (m ); Fermat (n ) jesli nie, to czynniki m i n rozkladamy dalej
K20: Zakoncz

K21: Pisz p p jest pierwsze. Wyprowadzamy je i koniczymy
K22: Zakoncz

Program w pierwszym wierszu czyta liczbe p i w nastepnym wierszu wypisuje kolejne czynniki pierwsze tej liczby.
Liczba p nie musi by¢ nieparzysta. Przed przekazaniem jej do procedury Fermat program usuwa z p wszystkie czynniki

réowne 2.




C++

// Metoda Fermata

// Data : 2.84.2888
/7 (€)2820 mgr Jerzy Wataszek
f;"/" ............................

#include <cstdlib>
#include <iostream>
#include <cmath>

using namespace std;

void Fermat ( long long p )
{
long long e, dx, dy, m, n;
m ( long long )sqgrt ( p );
dx (m<< 1)+ 1;
e m*m- p;
dy = 1;
while( e != @ )

while( e > @ )
e -= dy; dy += 2;
while( e < @ )

e += dx; dx += 2;

3
if( (((dx+dy ) > 1) >p)
{

dx = 2; dy = @; break;

=R
-

( (dx+dy ) >> 1) -1;
( dx - dy ) > 1;
n'!=1)

— ]

0 n

f

e

-

Fermat ( m ); Fermat ( n );

¥
else cout << p << " ";

¥

int main( )
{
long long p;
cin > p;
while( p % 2 == @ )
{
cout << 2 << " "
p >>=1;
¥
if( p>1 ) Fermat ( p );
cout << endl;
return @;

Rysunek 4: Algorytm rozkladu liczby naturalnej na czynniki pierwsze metoda Fermata w jezyku C++ oraz otrzymany
wynik.

4 Wyniki

W celu sprawdzenia poprawnosci napisanych przez nas programéw, wykonalidémy test na liczbie uzytej w przykladzie.
Pierwszy program, dzialajacy na podstawie pierwszej wersji rozwiazania nazwaliSmy fermatl.py (rys.5), natomiast



wykorzystujacy druga wersje - fermat2.py (rys.6).

Rysunek 6: Wynik obliczen programu fermat2.py.

Nastepnie zmierzyliSmy czas pracy kazdego z programow.

(program fermat1.py)

Podaj nieparzysta liczbe catkowits, Ktéra chcesz roztozyé na czynniki pierwsze:

599 ]
Czas: 28,87 s

czbe catkowita, ktora chcesz roztozyc na czynniki pierwsze:

e catkowita, ktdorg chcesz roztozyC na czynniki pierwsze:

[8478487.0, ]-r’--"'- W
Czas: 15,00 s

Rysunek 7: Wyniki pomiaréw



5 Podsumowanie

Na podstawie przedstawionego algorytmu napisaliémy dwa programy rozkladajace liczby naturalne na czynniki pierw-
sze metoda Fermata w jezyku Python oraz poréwnalismy ich czas pracy.

Zaimplementowanie pierwszej wersji rozwiazania bylo duzo latwiejsze, jednak czas pracy programu fermatl.py byl
w kazdym przypadku znacznie dtuzszy. Zgodnie z przewidywaniami zastapienie operacji pierwiastkowania w petli,
prostym dodawaniem w programie fermat2.py okazalo si¢ duzo szybszym rozwiazaniem od algorytmu podanego w
wersji pierwszej.
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