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Wektor

» Jest to operator rozniczkowy pierwszego rzedu
dziatajgcy na funkcje okreslong na M

» Jezeli mamy jakas parametryzacje mozna stosowac ja
do reprezentowania wektorow stycznych do przestrzeni
M (tzn operatorow rozniczkowych na M) jako kombinagii

- , . 0 . ;7 s
inlowych operatorow w postaci = ez koniecznosci

~wychodzenia” poza m i interpretowania tych wektorow
jako ,,strzatek” w wiekszej przestrzeni A™




» Mozemy zatem myslec abstrakcyjnie o M jako o rozmaitosci
rozniczkowalnej. Pod tg nazwqg bedziemy rozumieli pare (M,A) gdzie
M jest zbiorem punktow zas A jest atlasem zupetnym czyli zbiorem
lokalnych parametryzaciji tferminem tym oznaczamy odwracalne
odwzorowanie typu :

RM'o U3 (X) - k(xk) =x € O o M, (1)

» Dla ktdrego dziedzina u jest zbiorem otwartym. Zupetnosc atlasu A
Oznacza ze obrazy tych parametryzacji pokrywajg caty zbior M:
kazde punkty x € M lezy w obrazie im(k) jakiejs parametryzaciji k

Xx€eim(k) =0. (2



Konstrukcje wigzki stycznej ktorg bedziemy sie postugiwac mozna
wyftumaczy¢ nastepujgco - dla kazdej parametryzaciji (1) na M
zdefinivjemy parametryzacje na TM nastepujgcym wzorem:

R UxR"3 (X<, V) —

_)KT (kavl):\/l ::XkﬁeoT:UerTxMCTM (3)

lerwsze n wspotrzednych parametryzuje punkt zaczepienia, zas
pozostate n wyrdznia konkretny wektor w przestrzeni stycznej T, M.
Poniewaz wzory fransformacyjne na sktadowe wektora przy przejsciu
do innej mapy zawierajq juz pierwsze pochodne funkciji przejscia dla
samych wspotrzednych, prawa transformacyjne w tak
skonstruowanym atlasie AT sg jeden raz mniej rozniczkowalne niz
oryginalne prawa transformacyjne w oryginalnym atlasie A.



Pole wektorowe to kolekcja wektorow: po jednym w kazdym punkcie
rozmaitosci. Jesli zatem zastosowac je do funkciji f, to ofrzymamy
kolekcje wartosci, po jednej w kazdym punkcie, czyli nowqg funkcje.
Mozna wobec tego podac nastepujgcg definicje pola wektorowego:

Pole wektorowe jest to operator rozniczkowy, ciggty

X :Clloc_’ Cioc (4)

Spetniajgce warunki:
1. X(af + bg) = aX(f) + bX(g),
2. 2. X(fg) = tX(g) + gX{(f).



Zastosowalismy tutaj zastrzezenie ,,loc” w oznaczeniu zbioru funkcii,
aby podkreslic lokalny charakter tych obiektow: funkcje nie muszg
byc¢ okreslone na catej rozmaitosci M a jedynie lokalnie, na otoczeniu
punktu, ktdry nas interesuje. W takich przestrzeniach rozwazamy
topologie zbieznosci niemal jednostajnej w C,... i niemal jednostajne]
wraz z pochodnymi pierwszego rzedu w Cj . Jesli X jest polem
wektorowym, to jego wartos¢ X(x) w punkcie x € M, dana wzorem

(X(x))(F) = (X{T)){x) (S
Jest takze wektorem zaczepionym w punkcie x:

(X(x)) € TM (6)
gdzie zbior T,M jest przestrzeniq styczng do rozmaitosci M w punkcie
X € M. Jesli wybierzemy dowolng mape (1) w otoczeniu x, to
operatory % stanowiq baze przestrzeni TM. Oznacza to, ze kazdy
wektor jest kombinacjg powyzszych.




Wobec tego powyzszg definicje pola wektorowego mozna zapisac
bardziej lokalnie, jako odwzorowanie rozniczkowalne z rozmaitosci M
W rozmaitosc TM:

M>DOax— X(x) €T™M

LoKalnie, w uktadzie wspotrzednych, catg informacje o polu
ektorowym niesie n funkciji X | ktorych wartos¢ koduje wartosc
wspotrzednych wektora

X(x) = X! (x) =

w zaleznosci od wspotrzednych punktu zaczepienia x.



Pole jest gtadkie klasy Cs jesli te funkcje sg takiej klasy. | znow ma to
sens jedynie dla s <I-1, bowiem nawet gdyby w jedne] mapie s byto
wieksze, to po transformacji do innej mapy nie ma szans na utrzymanie
tak wysokiego stopnia gtadkosci, skoro prawa transformacyjne sg
jedynie (I-1) razy rézniczkowalne.

Mozna zatem patrzec na pole wektorowe, jako na odwzorowanie
gtadkie:

X:M—>TM

bazy M wigzki stycznej w samgq przestrzen wigzki TM | takie, ze wartosc
X(x) tego odwzorowania w punkcie x nalezy do wtdkna T,M wigzki. Ten
ostatni warunek oznacza, ze rzut 1 czyni z X odwzorowanie
tozsamosciowe:

ToX=1Id

Gtadkie odwzorowanie z bazy wiqzki w jej przestrzen, spetniajgce ten
warunek nazywa sie cieciem wigzki stycznej



Przyktadami pdl wektorowych znanymi z fizyki sq:

» pole grawitacyjne - pole wektorow natezenia pola grawitacyjnego
» pole elekiryczne - pole wektorow natezenia pola elekirycznego
» pole magnetyczne - pole wektorow indukcji magnetyczne;

» pole predkosci i potencjat zespolony przeptywu — okresla predkosc
przeptywu ptynu w kazdym punkcie przestrzeni



Dywergencja pola wektorowego

to operator rozniczkowy przyporzgdkowujgcy trojwymiarowemu
polu wektorowemu pole skalarne bedgce formalnym iloczynem
larnym operatora nabla z polem. Operator dywergencji pojawia
ie w sposob naturalny w kontekscie catkowania form zewnetrznych
W przestrzeni trojwymiarowej, a wiec ma szereg konkretnych
interpretac]i fizycznych, zwigzanych np. z mechanikg ptynow



We wspotrzednych kartezjanskich dywergencje mozemy zdefiniowac
nastepujgco:

Dla rézniczkowalnego pola wektorowego F= (Fx , Fy , Fz)
dywergencja rowna jest funkcji skalarne

T ﬁ_an+aFy+an
Y T~ ox T oy | oz




/wrocmy uwage na zapis dywergencji za pomocq operatora
nabla, jest ona iloczynem skalarnym tego operatora z wektorem
sktadowych pola wektorowego.

Rysunek: a) dywergencja jest dodatnia (masa ucieka z uktadu),
b) dywergencja jest uiemna (masa wptywa do uktadu), c)
dywergencija jest rowna 0 (tyle samo masy wptywa i wyptywa z
uktadu)




Rotacja jest operatorem wektorowym opisujgcym nieskonczenie
matg rotacje trojwymiarowego pola wektorowego. W kazdym
punkcie przestrzeni pole rotacji opisywane jest przez wektor,
ktorego kierunek i dtugosc opisujg wirowosc pola w danym
punkcie. We wspotrzednych kartezjanskich rotacje
rozniczkowalnego pola wektorowego

F= (Fx , Fy , Fz) definiujemy jako pole wektorowe o postaci:

= _ |9 o8 9| _
VXF=l5 o 8|~
Fo F, F




Mozna zauwazyc, ze rotacja jest de facto iloczynem
wektorowym operatora nabla i pola wektorowego. Jesli rotacja
pola jest zerowa, mowimy o polu bezwirowym. Bezwirowosc
pola jest warunkiem koniecznym, ale nie wystarczajgcym jego
potencjalnosci (pole potencjalne to takie, w ktérym praca nie
zalezy od drogi tylko od potozenia punktdw przed i po
przesunieciu, np. pole grawitacyjne).
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