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Rozmaitość M:

(1) lokalnie przypomina Rn,
(2) jest przestrzenią topologiczną,
(3) występuje w niej pokrycie otwarte Mn ⊃ U, które wprowadza
układ współrzędnych:

(U, x1, ..., xn),
(V , x1, ..., xn).

Jeżeli p ∈ U ∩ V , wówczas istnieje różniczkowalna zmiana
współrzędnych:
x i = f iU,V (x j)

(4) Jeżeli występuje pokrycie otwarte na rozmaitości:
M = U ∪ V ∪ ..., które można zastąpić pokryciem skończonym, to
wtedy mówimy, że rozmaitość jest zwarta.
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Rozmaitość- przykłady

Rozmaitość (ang. manifold) jest przestrzenią topologiczną, którą
lokalnie można interpretować jako przestrzeń euklidesową.
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Rozmaitość- przykłady:

przestrzeń Mn = Rn,

kula Mn = Ba(r) = {x : |x − a| < r},
kula domknięta Mn = {x : |x − r | ¬ r},
Mn = Sn,

iloczyn/produkt rozmaitości
Ln+r = Mn ×W r = {(p, q)|p ∈ Mn, q ∈W n},
S1 × S1 = T 2,
S1 × S1 × ...× S1 = T n.
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Przestrzeń styczna i kostyczna

Przestrzeń styczna
p(t)- krzywa gładka na rozmaitości,
p(t)=[x1(t), ..., xn(t)].
Wektor styczny w punkcie t=x:
v=[dx

1

dt , ...,
dxn
dt ].

Przestrzeń styczna rozmaitości w punkcie x, TxM jest zbiorem
wszystkich wektorów stycznych do krzywej w punkcie x.

Przestrzeń kostyczna- jest to przestrzeń dualna przestrzeni
stycznej w punkcie x:
(TxM)∗ = T ∗xM
Elementy przestrzeni kostycznej są zwane wektorami
kostycznymi, są to funkcjonały liniowe.
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Push-forward i pull-back

Push-forward (G ◦ F )∗ = G∗ ◦ F∗

Pull-back (G ◦ F )∗ = F ∗ ◦ G ∗
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Wiązki włókniste

X n-wymiarowa rozmaitość
Y (m+n)-wymiarowa rozma-
itość
π−1(x) włókno
π : Y → X wiązka

cięcie wiązki włóknistej π:
γ : X ⊃ U → Y
γ ◦ π = idU
γ(x) = (x i , γσ(x))
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Przykłady wiązek

Wiązka styczna TM⋃
TpM = TM

p ∈ M ↓

M

Wiązka kostyczna T ∗M⋃
T ∗pM = T ∗M

p ∈ M ↓

M

Walec - RxS1

wstęga Möbiusa - RxS1
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Izomorfizm

Lokalne odwzorowanie:
φ : Y → Y
φ0 : X → X

π ◦ φ = φ0 ◦ π

Przeniesienie
cięcia w cięcie:
γ̄ = φ ◦ γ ◦ φ−10
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Wertykalne pola wektorowe

Rzutowanie wertykalnego pola wektorowego daje zero Tπ(ξ) = 0

ξ jest postaci: ξ = ξσ(xk , yσ) ∂
∂yσ

Ewa Borsuk, Józef Borsuk Nowoczesny rachunek wariacyjny. Przemyślenia po letniej szkole fizyki matematycznej w Ustroniu.



Rozmaitość
Przestrzeń styczna i kostyczna

Wiązki włókniste
Dżety

Formy horyzontalne i kontaktowe
Przykład

Rzutowalne pola wektorowe

ξ = ξi0(x
k) ∂
∂x i + ξσ(xk , yσ) ∂

∂yσ

Tπ(ξ) = ξi0(x
k) ∂
∂x i ∈ TX
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Kontakt rzędu r

Dwa cięcia γ1 i γ2 mają kontakt rzędu r w punkcie x ∈ U jeśli:

γ1(x) = γ2(x)
∂pγ1(x) = ∂pγ2(x) dla p=1,...,r.
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Dżet r-ty

Przestrzeń dżetów powstaje poprzez prolongację cięcia γ

J rxγ - klasa równoważności krzywych, mających kontakt rzędu r w
punkcie x.
J rγ =

⋃
J rxγ

x ∈ X

Dla jednowymiarowej rozmaitości X dżet rzędu r ma następujące
współrzędne:
J rγ = (t, γσ, dγdt ,

d2γ
dt2 , ...,

d rγ
dtr )

Np.:
J1γ = (t, γσ, dγdt )
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Rzutowanie

Wiązka ma postać:
πr : J rY → X : J rγ = (t, γσ, dγdt ,

d2γ
dt2 , ...,

d rγ
dtr )→ (t)

πr ,0 : J rY → Y : J rγ = (t, γσ, dγdt ,
d2γ
dt2 , ...,

d rγ
dtr )→ (t, γ)

πr ,s : J rY → JsY : J rγ = (t, γσ, dγdt ,
d2γ
dt2 , ...,

d rγ
dtr )→ (t, γ, .., d

sγ
dt )

Współrzędne w J rY :
(t, yσ, yσ1 , y

σ
2 , ..., y

σ
r )
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Prolongacja pola wektorowego

Pole wektorowe ξ:

ξ = ξi0(x
k) ∂
∂x i + ξσ(xk , yσ) ∂

∂yσ

J1ξ = ξ + ξσj
∂
∂yσj

ξσj = djξσ − yσi
∂ξi

dx j

J2ξ = J1ξ + ξσjk
∂

∂yσj ∂y
σ
k

ξσjk = dkξσj − yσji
∂ξi

dxk
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Forma

Forma jest elementem przestrzeni dualnej.

1-forma:
Kombinacja liniowa form bazowych dx, dy i dz
u = uxdx + uydy + uzdz

2-forma:
v = vxdy ∧ dz + vydz ∧ dx + vzdx ∧ dy
Operacja ”∧” jest nazywana iloczynem zewnętrznym form.
u ∧ v = (−1)klv ∧ u
dx ∧ dx = 0
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Forma horyzontalna

η(ξ) = 0 dla każdego wertykalnego pola ξ

Forma ta jest postaci:
f (xk , yσ)dx1 ∧ ... ∧ dxn
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Forma kontaktowa

Forma η jest kontaktowa, gdy znika na prolongacjach cięć:

(J rγ)∗η = 0
Przykład:
Dla dim X=1 i dim Y =1

Forma: ω = dq − q̇dt
γ = (t, γ)
(J1γ) = (t, γ, dγdt )

(J1γ)∗ω = dγ − dγdt dt = 0
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k-forma kontaktowa

η jest 1-kontaktowa gdy dla każdego pola wertykalnego ξ
iξη jest horyzontalna

η jest 2-kontaktowa gdy dla każdego pola wertykalnego ξ
iξη jest 1-kontaktowa

η jest q-kontaktowa gdy dla każdego pola wertykalnego ξ
iξη jest (q-1)-kontaktowa

Ewa Borsuk, Józef Borsuk Nowoczesny rachunek wariacyjny. Przemyślenia po letniej szkole fizyki matematycznej w Ustroniu.



Rozmaitość
Przestrzeń styczna i kostyczna

Wiązki włókniste
Dżety

Formy horyzontalne i kontaktowe
Przykład

Kanoniczna dekompozycja form różniczkowych

Każda k-forma na J rY ma jednoznaczny rozkład na
część horyzontalną i q-kontaktowe formy k=1,2,..,q, na J r+1Y :

π∗r+1,rη = hη + p1η + p2η + pqη

hη- część horyzontalna η
pqη- q-kontaktowa część η
π∗r+1,rη- pull-back formy η z J

rY do wyższej przestrzeni J r+1Y
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Działanie

Lagranżjan - horyzontalna forma λ na J rY :

λ = L(t, qσ, qσ1 , ..., q
σ
r )dt

Ω - podrozmaitość w X z brzegiem ∂Ω

δΩ(π) - zbiór cięć γ

δΩ(π) 3 γ → λΩ(γ) =
∫

Ω J
rγ∗λ ∈ R

Działanie lagranżjanu
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Niejednoznaczność lagranżjanu

Dla każdej kontaktowej formy η działanie nie ulega zmianie:

∫
Ω J
rγ∗λ =

∫
Ω J
rγ∗(λ+ η)
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Deformacja cięcia

(−ε, ε) 3 u → λφ0u(Ω)(φuγφ
−1
0u ) =

∫
φ0u(Ω) J

r (φuγφ
−1
0u )∗λ ∈ R

( dduλφ0u(Ω))u=0 = ( ddu
∫
φ0u(Ω)(J rφu ◦ J rγ ◦ φ−10u )∗λ)u=0

= ( ddu
∫

Ω J
rγ∗(J rφ∗uλ)u=0)

=
∫

Ω J
rγ∗( dduJ

rφ∗uλ)u=0

=
∫

Ω J
rγ∗∂Jr ξλ.
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Pierwsza wariacja

δΩ(π) 3 γ → (∂Jr ξλ)Ω =
∫

Ω J
rγ∗∂Jr ξλ ∈ R

Pochodna Liego:
∂Jr ξλ = iJr ξdλ+ diJr ξλ
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Dygresja: Pochodna Liego

x = v∂1 α = aidx i Iloczyn wewnętrzny: ixα = α(x)

Lxα = Lx(aidx i ) = (dix + ixd)(aidx i )

= daidx i (x) + ix(
∂ai
∂x j dx

j ∧ dx i )

= d(aivδi1) + ∂ai
∂x j ix(dx

j ∧ dx i )

= d(a1v) + ∂ai
∂x j (vδ

j
1dx
i − dx jvδi1)

= ∂a1v
∂x i dx

i + ∂ai
∂x1 vdx

i − ∂a1
∂x j vdx

j

= ∂a1
∂x i dx

i + a1 ∂v∂x i + ∂ai
∂x1 vdx

i − ∂a1
∂x j vdx

j

= a1 ∂v∂x i dx
i + ∂ai

∂x1 vdx
i
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Pierwsza wariacja

Jeśli: ∫
Ω J
rγ∗λ =

∫
Ω J
rγ∗(λ+ η)

to działanie przyjmuje postać:

∫
Ω J
rγ∗∂Jr ξ(λ+ η)

∫
Ω J
rγ∗∂Jr ξ(λ+ η) =

∫
Ω J
rγ∗iJr ξd(λ+ η) +

∫
Ω J
rγ∗diJr ξ(λ+ η)

Należy znaleźć 1-kontaktową formę η, aby powyższe wyrażenie
stanowiło pierwszą wariację.
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Należy znaleźć 1-kontaktową formę η, aby powyższe wyrażenie
stanowiło pierwszą wariację.
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Zadanie (r=1)

λ = Ldt η = ησω
σ

Pole wektorowe:
ξ = ξ0 ∂∂t + ξσ ∂

∂qσ

Pochodna sumy form:
d(λ+ η) = dL ∧ dt + dησ ∧ ωσ − ησωσ1 ∧ dt

= (( ∂L
∂qσ −

dησ
dt )ωσ + ( ∂L

∂qσ1
− ησ)ωσ1 ) ∧ dt + (∂ησ∂qν ω

ν + ∂ησ
∂qν1

ων1 ) ∧ ωσ
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Zadanie (r=1)

Działanie:
iJ1ξd(λ+η) = (( ∂L

∂qσ −
dησ
dt )(ξσ−qσ1 ξ0) + ( ∂L

∂qσ1
−ησ)(ξσ1 −qσ2 ξ0))dt

−(( ∂L
∂qσ −

dησ
dt )ωσ + ( ∂L

∂qσ1
− ησ)ωσ1 )ξ0

+(∂ησ∂qν (ξν − qν1ξ0) + ∂ησ
∂qν1

(ξν1 − qν2ξ0))ωσ

−(∂ησ∂qν ω
ν + ∂ησ

∂qν1
ων1 )(ξσ − qσ1 ξ0)

gdzie:
ξσ1 = dξσ

dt − q
σ
1
dξ0

dt
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Zadanie (r=1)

Formy kontaktowe znikają w J1γ:

J1γ∗iJ1ξd(λ+ η) =

(( ∂L
∂qσ −

dησ
dt )(ξσ − qσ1 ξ0) + ( ∂L

∂qσ1
− ησ)(ξσ1 − qσ2 ξ0))dt

= [−ξ0(( ∂L
∂qσ −

dησ
dt q

σ
1 ) + ( ∂L

∂qσ1
− ησ)qσ2 )

+ξσ( ∂L
∂qσ −

dησ
dt ) + ξσ1 ( ∂L

∂qσ1
− ησ)]dt
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Równanie Eulera-Lagrange’a

Narzuca się, aby pole wektorowe ξσ1 nie pojawiało się w
poprzednim równaniu.
Podstawiamy:

ησ = ∂L
∂qσ1

η = ∂L
∂qσ1

ωσ

Otrzymujemy:
J1γ∗iJ1ξd(λ+ η) = ( ∂L

∂qσ −
d
dt

∂L
∂qσ1

)(ξσ − qσ1 ξ0)dt
Równanie Eulera-Lagrange’a.
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Forma Lapage’a

Równania Eulera-Lagrange’a występują w 1-kontaktowej,
horyzontalnej części wariacji:
( ∂L
∂qσ −

d
dt

∂L
∂qσ1

) = p1d(λ+ η)

Forma Lapage’a %:
λ = h%- część horyzontalna %
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Forma dynamiczna

p1d% = ( ∂L
∂qσ +

∑r
k=1(−1)k d

k

dtk
∂L
∂qσk

)ωσ ∧ dt
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Koniec

Dziękujemy za uwagę.
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