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Algorytm sympleksowy

Iteracyjna metoda rozwigzywania
zadanh programowania liniowego za
pomocg optymalizacji rozwigzania.
Nazwa metody pochodzi

od sympleksu, figury wypuktej bedace]
uogodlnieniem tréjkgta na wiece;
wymiarow. Terminem "metoda
sympleksowa" okresla sie

rowniez algorytm Neldera-Meada.
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Kroki algorytmu
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Kroki algorytmu

Wyznaczamy iingteiss cilkdiolnmnsn oxeiey By IBokidsst iessiwana z
@Sirywana z bazy

k k
Yrn+1 Yrn+1 0
k k -yi,s -

Vrs YVr,s

Dokgnujemy z.miany zastepujac r-tg w;pé’rrzedna wektora przez
WaRSHERIAG A TNFNATARMY ROMR, RNISHRURB\TERPYA x, przez
Rodsiaxeidnoyxk +kyzh dkonbyynooyeoiy dbcderekumgRBksowq Yy, 4

Podstawiamy k=k+1 | kontynuujemy do kroku (2)

— min[




Kroki algorytmu
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Kroki algorytmu
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Kroki algorytmu
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Przyktad

Przedsiebiorstwo produkcyjne wytwarza dwa wyroby: Xx;i X,. Do ich
produkcji wykorzystywane sg dwie maszyny: m; i m,. Liczba godzin
pracy maszyny m; potrzebnych do wytworzenia jednej jednostki wyrobu
X;wynosi 2 godziny, dla wyrobu x,1 godzine, zas maszyny
m, odpowiednio 2 i 2 godziny. Ze wzgledow technologicznych maszyna
m, moze pracowac¢ maksymalnie przez 12 godzin dziennie, a maszyna
m, 20 godzin.



Przyktad

Nalezy ustali¢ plan produkcji zapewniajgcy maksymalny tgczny przychdd z
ich sprzedazy wiedzac, iz, cena wyrobu x; wynosi 50 zt, zas wyrobu x, 75zt.

W powyzszym zagadnieniu nalezy uwzgledni¢ rowniez fakt, ze wielkos¢
produkcji x; musi by¢, co najmniej 2,5 razy wieksza niz wielkos¢ produkcji
Xs.



Postac¢ standardowa uktadu

Funkcja celu:
max z(x) = 50 x; + 75 x,
Warunki ograniczajqce:

2 X, +X,<=12
2X,+2x,<=20

X;-2,5%x,>=0

Warunki nieujemnosci:

X; >=0
X, >=0




Postac¢ kanoniczna uktadu

By sprowadzi¢ uktad do postaci kanonicznej nalezy zlikwidowac wszelkie
nierdwnosci w warunkach ograniczajgcych, jesli takowe wystepujg. Jesli warunek
wystepuje w postaci mniejszosciowej dodajemy zmienng swobodng (x3, x4),
jesli w postaci wiekszosciowej odejmujemy zmienng swobodng (x5). Dodane w
ten sposéb zmienne swobodne nie wptywajg na zmiane kryterium optacalnosci,
bowiem do funkcji celu zmienne te sg dodawane ze wspotczynnikiem rownym

Zeru.



Postac¢ kanoniczna uktadu

Funkcja celu:

max z(x) = 50x, + 75x, + 0 x; + 0 x, + 0 x.

Warunki ograniczajqce:

2 X+ X, +X3=12
2 X, +2x%,+x,=20
X;-2,5%,-%Xx.=0

Warunki nieujemnosci:




Bazowa postacC kanoniczna

Majgc uktad 3 réwnan liniowych nalezy wsréod wektorow tworzgcych kolumny
warunkdow ograniczajgcych znalez¢ 3 wektory liniowo niezalezne. W naszym zadaniu
wystepujg dwa wektory jednostkowe w kolumnie 3 i 4, brak natomiast wektora
jednostkowego odpowiadajgcemu rownaniu trzeciemu. Nalezy do uktadu wprowadzic
nowa zmienng tzw. zmienng sztuczng S1. Pozwala ona utworzy¢ brakujgcy wektor
jednostkowy. Poniewaz zmienne sztuczne nie powinny wystepowac wsrdod zmiennych
bazowych w rozwigzaniu optymalnym zadania nalezy przypisac im takie wartosci
wspotczynnikow (m - gigantyczna liczba) w funkcji celu, aby pogarszaty one jej
wartos¢ (w zadaniu na maksymalizacje zmienna m ma znak ujemny, zas w zadaniu na
minimalizacje ma znak dodatni). W ten sposob nie jest optacalne pozostawienie
zmiennych sztucznych w kolejnych rozwigzaniach bazowych.



Bazowa postac¢ kanoniczna uktadu

Funkcja celu:

max z(x) = 50 x; + 75 x, + 0 x; + 0 x, + 0 x; - mS,

Warunki ograniczajqce:

2 X, + X, +X3=12
2 X, +2x,+x,=20
X;-2,5%,-%Xx.+S5,=0

Warunki nieujemnosci:
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Budowanie pierwszej tabeli
Simplexowej

W pierwszym wierszu tabeli umieszczamy wspoétczynniki funkcji celu
(wektor Cj). Pod nim zas w wierszu drugim znajdujg sie nazwy
wszystkich zmiennych wystepujacych w uktadzie (Xj). W kolejnych 3
wierszach (ilos¢ warunkow ograniczajgcych) umieszczamy kolejno:
wspotczynnik funkcji celu dla zmiennej bazowej z tego réwnania
(Ci), nazwa zmiennej bazowej z tego rownania (Xi), wspotczynniki
macierzy A odpowiadajgce danemu réwnaniu (Aij), wyraz wolny
odpowiadajgcy danemu réwnaniu (Bi).




Budowanie pierwszej tabeli
Simplexowej

Ponadto w tablicy umieszczamy dwa dodatkowe wiersze. W
pierwszym z nich wystepuje wektor Zj obliczany jako iloczyny
skalarne kolumny Ci oraz odpowiedniej kolumny macierzy A.
Ostatnim elementem w tym wierszu jest iloczyn skalarny wektorow
Ci oraz wyrazéw wolnych Bi. Element ten jest rowny wartosci funkgji
celu dla biezacego rozwigzania bazowego. Roznice wspotczynnikow
funkcji celu i wskaznikéw Zj (Cj -Zj) umieszczamy w ostatnim
wierszu tabeli simplexowej. Sg to tzw. kryteria Simplex lub wskazniki
optymalnosci.




Budowanie pierwszej tabeli
Simplexowej

Kryteria Simplex odgrywajg w algorytmie Simplex najistotniejszg
role, to dzieki nim jestesSmy w stanie okresli¢ czy dane rozwigzanie
bazowe jest optymalne, czy istnieje jedno lub wiecej rozwigzanh
optymalnych oraz ktérg zmienng niebazowqg optaca sie wprowadzic
do bazy w nastepnym rozwigzaniu bazowym.

Kryterium Simplex méwi, iz dane rozwigzanie jest optymalne jesli
dla maksymalizacji funkcji celu wszystkie kryteria Simplex sg
niedodatnie, zas w przypadku minimalizacji funkcji celu, gdy
wszystkie kryteria Simplex sg nieujemne.




Budowanie pierwszej tabeli
Simplexowej

Jesli dana tabela simplexowa nie daje rozwigzania optymalnego,
wowczas jedna zmienna bazowa musi opusci¢ baze. W jej miejsce
wejdzie nowa zmienna bazowa. Ustalona ona zostaje przez

tzw. kryterium wejscia - informuje ono, ktérg ze zmiennych
niebazowych nalezy wprowadzi¢ do nastepnego rozwigzania bazowego.
W przypadku maksymalizacji funkcji celu jest nig zmienna z najwiekszg
wartoscig wskaznika optymalnosci (Cj - Zj), zas w przypadku
minimalizacji funkcji celu zmienna z najmniejszg wartoscig wskaznika
optymalnosci. O zmiennej, ktora opusci baze decyduje tzw. kryterium
wyjscia - jest to zmienna, dla ktorej iloraz elementu z wektora
wyrazow wolnych przez wspétczynnik z kolumny zmiennej wchodzgce;
do bazy ma najmniejszg wartosc (Bi / Aik). Bierzemy pod uwage tylko te
ilorazy, ktore sg nieujemne.




Budowanie pierwszej tabeli
Simplexowej

W naszym zadaniu dotychczasowa zmienna bazowa S, zostanie zastgpiona
przez zmienng X;.
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Budowanie kolejnych tabel
Simlexowych

Majgc nowa baze musimy skonstruowac dla niej nowg tabele Simplexowg. Pierwsze dwa
wiersze kazdej tabeli Simplexowej nie ulegajg zmianie. Musimy za to zastgpi¢ nazwe
starej zmiennej bazowej (Xi) oraz jej wartosc (Ci) na nazwe i wartos¢ nowej zmiennej
bazowej. W naszym przyktadzie zamieniamy S; na X;.

Nastepnie nasze obliczenia rozpoczynamy od wiersza, w ktérym wymieniliSmy zmienng
bazowa (w powyzszym zadaniu wiersz pigty). Kazdy wspoétczynnik dla tego wiersza
dzielimy przez wartos¢, ktora wystepowata na przecieciu zmiennej wychodzgcej i
wchodzgcej do bazy w poprzedniej tabeli Simplexowej:

dla kolumny zx;:1:1=1

dla kolumny z x,: -2,5:1 =-2,5
dla kolumny zx3: 0:1 =0

dla kolumny zx,: 0: 1 =0

dla kolumny z xs: -1:1 = -1

dla kolumny zS;:1:1 =1

dla kolumny zB: 0:1 =0




Budowanie kolejnych tabel
Simlexowych

Chcac wyliczy¢ pozostate wiersze postepujemy wg zasady: wartos¢ w danym
wierszu dla danej kolumny to réznica wartosci dla tego wiersza i tej kolumny
w poprzedniej tabeli Simplexowej oraz iloczynu wartosci w wierszu, w ktérym
zamieniliSmy zmienng bazowg w nowej tabeli Simplexowej dla danej kolumny
i wartosci z poprzedniej tabeli Simplexowej odpowiadajgcej danemu wierszowi
i kolumnie, z ktérej wprowadziliSmy nowg zmienng bazowg. W naszym
przypadku dla wiersza trzeciego mamy:

dla kolumny zx,;: 2-1*2=0
dla kolumny zx,: 1 +2,5*2 =06
dla kolumny zx5: 1-0*2 =1
dla kolumny zx,;: 0-0*2 =0
dla kolumny zxs: 0 + 1 *2 = 2
dla kolumny zS;: 0-1*2 = -2
dla kolumny zB;: 12-0*2 = 12




Budowanie kolejnych tabel
Simlexowych

Dla wiersza czwartego:

dla kolumny zx;: 2-1*2 =0
dla kolumny z x,: 2 + 2,5*2 =7
dla kolumny zx3: 0-0*2 =0
dla kolumny zx4,: 1-0*2 =1
dla kolumny z x5: 0 + 1 * 2 = 2
dla kolumny zS;: 0-1*2 = -2
dla kolumny z B;: 20-0* 2 = 20



Budowanie kolejnych tabel
Simlexowych

Metody liczenia wierszy Zj i Cj - Zj (okreslenie optymalnosci rozwigzania i kryterium
wejscia) oraz kolumny Bi/Aik (kryterium wyjscia) sg w kazdej tabeli Simplexowej takie
same
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Budowanie kolejnych tabel
Simlexowych

Powyzszy algorytm postepowania stosujemy rekurencyjnie az do
momentu znalezienia rozwigzania optymalnego. Operacje przy
przejsciu do tabeli trzeciej dla wiersza trzeciego:

dla kolumny zx;: 0: 6 =0

dla kolumny z x,: 6 : 6 = 1

dla kolumny z x3: 1 : 6 = 0,1(6)
dla kolumny zx,: 0: 6 =0

dla kolumny z xs: 2 : 6 = 0,(3)

dla kolumny z S;: -2 : 6 = -0,(3)
dla kolumny zB;: 12 : 6 = 2



Budowanie kolejnych tabel

Simlexowych
Dla wiersza czwartego mamy:
dla kolumny zx,: 0-0*7 =0
dla kolumny zx,: 7-1*7 =0
dla kolumny z x3: 0 - 0,1(6) * 7 = -1,1(6)
dla kolumny zx4,: 1-0*7 =1
dla kolumny z x5: 2 - 0,(3) * 7 = -0,(3)
dla kolumny z S,: -2 + 0,(3) * 7 = 0,(3)

dla kolumny zB: 20-2*7 =6



Budowanie kolejnych tabel
Simlexowych

dla wiersza pigtego:

dla kolumny z x;: 1 -0 *(-2,5) =1

dla kolumny z x,: -2,5-1*(-2,5) =0

dla kolumny z x3: 0 - 0,1(6) * (-2,5) = 0,41(6)
dla kolumny z x,: 0 -0 *(-2,5) =0

dla kolumny z xs5: -1 - 0,(3) * (-2,5) = -0,1(6)
dla kolumny z S;: 1 + 0,(3) * (-2,5) = 0,1(6)
dla kolumny zB: 0-2 *(-2,5) =5




Budowanie kolejnych tabel
Metody liczenia wierszy Zj i Cj % I(fT]reeeme ovyxcl:nosu rozwigzania i kryterium

wejscia) oraz kolumny Bi/Aik (kryterium wyjscia) sg w kazdej tabeli Simplexowej takie
same.

Tabelanr3 /3
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Budowanie kolejnych tabel
Simlexowych

Z ostatniej tabeli Simplexowej mozemy wyczytac rozwigzanie
optymalne danego programu liniowego. Wykonujemy to w ten sposdb,
ze zmiennym bazowych z ostatniej tabeli przypisujemy odpowiadajgce
im wartosci z kolumny Bi. Pozostate zmienne, tj. bedgce zmiennymi
niebazowymi w ostatniej tabeli Simplexowej, przyjmujg wartos¢ réwng
zeru. W naszym zadaniu otrzymujemy wiec nastepujgce rozwigzanie:

X =
X> =
e —
Xod=
o —

z(x) = 400




Skrajne przypadki - alternatywne
rozwigzania optymalne

Funkcja celu:
max z(x) = 2 X, + 2 X,

Warunki ograniczajace:

Jezeli w tabeli Simplexowej dla rozwigzania optymalnego wystepujg zmienne
niebazowe majace kryterium Simplex rowne zero, to w uktadzie istniejq alternatywne
rozwigzania optymalne. Ilos¢ dodatkowych rozwigzan zadania to ilos¢ zer pod
zmiennymi niebazowymi. Aby wyliczy¢ te dodatkowe rozwigzania nalezy przejs¢ do
kolejnej bazy (do bazy wprowadzana jest ta zmienna niebazowa dla ktorej kryterium
Simplex jest zerowe). Jesli wystepuje wiecej niz jedno rozwigzanie alternatywne, to
dla pozostatych zmiennych niebazowych z zerowym kryterium Simplex postepujemy
podobnie.




Uktad sprzeczny

Funkcja celu:
max z(x) = 6 X, + 5 X%,
Warunki ograniczajqce:
X, +X,>=8
3X,+2X%,<=6

W ostatniej optymalnej tabeli Simplexowej zmienna sztuczna ma wartos¢ niezerowa.
Oznacza to, ze jesli w rozwigzaniu optymalnym pozostaje jakas zmienna sztuczna na
poziomie roznym od =zera, to rozwigzanie danego modelu nie ma rozwigzan
dopuszczalnych (zbior dopuszczalny jest pusty), nie istnieje wiec rozwigzanie
optymalne.




Nieograniczony zbior rozwigzanh

Funkcja celu:
max z(X) = 2 x, + 3 X,

Warunki ograniczajqce:

X, <=7
3X,+2X%x,>=6

W programie istniejg dwie mozliwosci wykrycia takiego przypadku. W pierwszym
mozemy rozpoznac¢ sytuacje, ze dana tabela Simplexowa prowadzi do tabeli
Simplexowej, ktdra juz wczesniej sie pojawita. Druga sytuacja to taka, gdy program
prowadzac wcigz do kolejnych tabel Simpeksowych nadal nie moze znalez¢ rozwigzania
optymalnego. Wdéwczas mozna przerwaé¢ wyliczanie rozwigzania optymalnego. W
przypadku nieograniczonej optymalnej wartosci funkcji celu zadanie programowania
liniowego nie ma rozwigzania.
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