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W algebrze liniowej iloczyn skalarny pozwala na utozsamienie
przestrzeni wektorowej z jej dualna.

Podobnie, w geometrii rézniczkowej, metryka riemannowska
na rozmaitosci pozwala zamieniac¢ pola wektorowe na 1-formy.

Dodatkowo, gdy rozwazana rozmaito$¢ (n-wymiarowa) jest
zorientowana, to mozna utozsamiaé p-formy z (n-p)-formami; tym
zajmuje sie witasnie gwiazdka Hodge'a.



Zatbzmy zatem, ze mamy n-wymiarowg zorientowang rozmaitos¢ z metryka
Riemanna g; nazwijmy ja M. Woéwczas na M istnieje forma objetosci wyznaczona
przez metryke i orientacje: w dowolnych lokalnych wspoétrzednych (x,, ..., x.) ma

ona postac:
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Zauwazmy dodatkowo, ze metryka wyznacza réwniez iloczyn skalarny na 1-
formach (ktére utozsamiamy z polami wektorowymi), a w konsekwencji, na p-
formach. Wystarczy taki iloczyn zdefiniowa¢ na formach postaci:

W koncu definiujemy gwiazdke Hodge'a jako takie przeksztatcenie % z p-form
do (n-p)-form, ze dla dowolnej p-formy @ prawdziwa jest nastepujaca zaleznosc:

w A X 1 = (w,n)dvoly,



Wyznaczenie postaci laplasjanu we wspotrzednych sferycznych.

xdx = dy Ndz, »dy = dz Ndz, *dz = dz A dy

Zauwazamy, ze:

Wspotrzedne sferyczne zdefiniowane sg nastepujgco:

— rain(f) cos( )
— rsin(f) sin(w)
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Pamietajac, ze metryka na R® wyraza sie wzorem:

g = dz* - r‘fyg } dz*

Wyrazimy j3 teraz za pomocg zmiennych (r, ©, ). Otrzymujemy:

dz’ + dy® + dz* = dr® + r?d6? + r? sin®(0)d >




Stad wnioskujemy, ze trojka (dr, rd®, rsin(©)d¢) jest ortonormalng baza 1-form,
ponadto jest ona dodatnio zorientowana, co tatwo wida¢ po przejsciu do dualnych pdl
wektorowych.

Teraz mozemy wyznaczy¢ wynik dziatania gwiazdki Hodge'a na bazowych formach:

wdr = r sin(0)dé A d 7
* dfl = sin(@)de N dr

|
rdo = — dr N df
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Ostatecznie:
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Dziekujemy za uwage!
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