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1 WPROWADZENIE

1.1 FRAKTALE

Fraktal w znaczeniu potocznym oznacza zwykle obiekt samo-podobny, czyli taki gdzie
wystepuje efekt podobienstwa calego zbioru do jego elementéw. Ich najciekawsza grupa,
sg te stworzone na plaszczyznie zespolonej. W przyrodzie fraktale to struktury o
budowie fraktalnej sa powszechnie spotykane w przyrodzie. Przyktadem moga by¢ ptatki
$niegu, system naczyn krwionos$nych, systemy wodne rzek, btyskawica lub kwiat kalafiora
rzymskiego.

Rysunek 1.1: Kalafior rzymski jako przyktad wystepowania fraktali w przyrodzie.

Pojecie fraktala zostato wprowadzone do matematyki przez francuskiego informatyka i
matematyka polskiego pochodzenia Benoita Mandelbrota w latach siedemdziesigtych XX
wieku. Odkryty przez niego zbiér Mandelbrota wyglada nastepujaco:
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Rysunek 1.2: Zbiér Mandelbrota.



1.2 ZASTOSOWANIE FRAKTALI

o Kompresja fraktalna, ktéra nalezy do kompresji stratnej i jest gléwnie uzywana w
grafice.

» Powigkszanie obrazéw, najczesciej obrazy bedace grafika rastrowa.

o Medycyna i biologia ( uwaza sie, ze chromosomy maja strukture drzewiasta i tym
samym sa fraktalami).

» Ekonomia, fraktale uzywa sie do analizy trendéw spotek.

e Opisywanie uktadéow dynamicznych, ktére uzywana sie¢ np. do opisu ruchu planet
Uktadu Stonecznego

2 PRZEDSTAWIENIE PROBLEMU

2.1 PAPROC BARNSLEYA

Papro¢ Barnsleya to fraktal znany ze wzgledu na uderzajgce podobienstwo do lisci paproci
wystepujacych w naturze, spopularyzowany przez Michaela F. Barnsleya. Jest to przyktad
ztozonego obiektu, ktéry moze by¢ opisany za pomoca zaledwie czterech przeksztatcen
afinicznych jako atraktor (czyli zbiér w przestrzeni fazowej do ktérego w miare uptywu
czasu zmierzaja trajektorie rozpoczynajace sie¢ w réznych obszarach przestrzeni fazowe;j)
nastepujacego systemu funkcji zwezajacych (IFS). IFS to zbiér funkeji za pomoca, ktérych
konstruuje sie fraktale.

Rysunek 2.1: Papro¢ Barnsleya.



2.2 TFS - SYSTEM FUNKCJI ITEROWANYCH

Fraktal IF'S stworzony jest z kilku badZ nawet kilkunastu kopii samego siebie. Kazda kopia
zostaje przeksztatcona przez funkcje, Scislej przez system funkcji iterowanych. Funkcje te
mozna nazwac za kurczliwe, co oznacza, ze ksztalty poddane ich dziataniom stajg sie coraz
mniejsze. Podsumowujac fraktal IFS stworzony jest z (prawdopodobnie) naktadajacych
sie¢ samo-podobnych ksztaltow, ktore takze sa kopiami samego siebie itd.

Dobrym przyktadem moze okazac si¢ krzywa Kocha, gdzie z odcinka podzielonego na 3
czesci powstaje tzw. platek Kocha. Stworzenie takiej krzywej przebiega nastepujaco:

e Odcinek podzielony na 3 réwne czesci, z ktoérych srodkowa czesé zostaje zasta-
piona przez dwa rowne odcinki, tak aby tworzyty z ,nieobecng” podstawg trojkat
réwnoboczny (nachylone wzgledem niej pod katem 60°).

o W kolejnym kroku krzywa podzielona jest na 4 odcinki kazdy o dtugosci 1/3 L.

« Nastepnie odcinki te dzielone sg tak samo jak odcinek pierwszy, czy na 3 réwne
czesci.

o W kolejnych krokach powtarza si¢ czynnosé, co skutkuje pojawieniem si¢ ponizszego
wWzoru:
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Rysunek 2.2: Etapy powstawania krzywej Kocha.

Opisane translacje mozna przedstawi¢ za pomoca IFS w nastepujacy sposob:
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IFS zostaty opisane przez John’a Hutchinson’a w 1981 natomiast spopularyzowal je
Micheal Barnsley. Formalnie system funkcji iterowanych zapisa¢ mozna jako zbiér n
funkeji przeksztatcajacy zbiér S:

S=f1(9)
S=/2(9)

S= 1 (S)

Zbior S bedzie reprezentowany jest przez plaszczyzne dwuwymiarowa (opisana przez
wspéhrzedne x oraz y), a funkcje to przeksztalcenia afiniczne tej plaszczyzny, czyli
pojedyncza funkcja f(x,;yy,) bedzie dokonywaé przeksztatcenia:

Tp1=ary + by, + €
Yn1=CTn+dyn+f

2.3 CHAOS GAME - GENERACJA FRAKTALI

Generowanie fraktali ze zbioru funkcji z poprzedniego slajdu przedstawil Barnsley, pod
nazwa "gra chaos'. Polega to na tym ze dla aktualnego punktu (x; y) wybierana jest
losowo funkcja ze zbioru, a nastepnie wykonuje sie przeksztatcenie otrzymujac nowy punkt.

Zaznacza sie punkt na plaszczyznie i po raz kolejny losuje funkcje i dokonujac dalszego
przeksztatcenia. Proces ten powtarza sie okreslong liczbe razy. Im wigcej przetworzonych
punktéw, tym bardziej doktadny fraktal.

Poczatkows warto$é punktu wybierana jest losowo. Nie dla wszystkich IFS, prawdopodo-
bienstwo wylosowania kazdej z funkcji powinno by¢ takie samo, dlatego oprocz zbioru
funkcji definiuje sie réwniez prawdopodobienstwo p; z jakim dana funkcja powinna zostac
wylosowana. Suma tych prawdopodobienstw musi wynosi¢ p1+ p2 + ... + pn, = 1.

Prawdopodobienstwa dla paproci Barnsleya: p; = 0.01, po = 0.85, ps = 0.07, py = 0.07

Przeksztalcenia:

£1(0.0z + 0.0y + 0.0, 0.0x + 0.16y + 0.0)
f2(0.85x + 0.04y + 0.0; -0.04x + 0.85y + 1.6)
£3(0.2x - 0.26y + 0.0; 0.23x + 0.22y + 1.6)
£2(-0.15x + 0.28y + 0.0; 0.26x + 0.24y + 0.44)



3 PROGRAM

Wszystkie programy zostaty stworzone w jezyku Python.

Program nr 1 to program generujacy papro¢ Barnsleya. Jako produkt koncowy otrzy-
mujemy nastepujacy obraz:

Rysunek 3.1: Wynik dziatania programu 1.

Program nr 2 to program generujacy drzewo. Jako produkt koncowy otrzymujemy
ponizszy obraz:

Rysunek 3.2: Wynik dziatania programu nr 2.

Program nr 3 to program generujacy ptatek Kocha. Jako produkt koncowy otrzymu-
jemy:



Rysunek 3.3: Wynik dziatania programu nr 3.

3.1 KobD ZRODLOWY

3.1.1 PROGRAM NR 1

import random
from PIL import Image

class Barnsley (object ):
def _ init__ (self , szerokosc, wysokosc, pedzel=(0, 100, 0),
tlo=(255, 255, 255)):
self.img width=szerokosc
self.img height=wysokosc

self . paint_ color = pedzel

self.x=0

self.y=0

self .age = 0

self .paproc = Image.new( 'RGB’, (szerokosc, wysokosc),
tlo)

self.pix = self.paproc.load()
self . pix[self.skaluj(0, 0)] = pedzel

def skaluj(self, x, y):
h = (x + 2.182)«(self.img width — 1)/4.8378
k = (9.9983 — y)#(self.img height — 1)/9.9983




return h, k

def transformuj(self, x, y):
rand = random.uniform (0, 70)
if rand <= 1:
return 0, 0.16xy
elif rand<=8:
return 0.2xx — 0.26*xy, 0.23*xx 4+ 0.22xy 4+ 1.6
elif rand<=15:
return —0.15xx + 0.28xy, 0.26xx + 0.24xy + 0.44
else:
return 0.85%xx + 0.04%xy, —0.04xx + 0.85%xy + 1.6

def iteruj(self, iteracja):
for _ in range(iteracja):
self .x, self.y = self.transformuj(self.x, self.y)
self .pix[self.skaluj(self.x, self.y)]
= self.paint_color

self .age 4= iteracja
paproc = Barnsley (800, 600)

paproc.iteruj (50000000)
paproc . paproc.show ()

3.1.2 PROGRAM NR 2

import pygame, math

pygame. init ()

window = pygame. display.set_mode((600, 600))
pygame. display .set_caption("Drzewo")

screen = pygame. display.get surface ()
screen. fill ((255, 255, 255))

screen. blit (screen, (0, 0))

pygame. display . update ()

def rysujDrzewo(x1l, yl, kat, poziom):
if poziom:
x2 = x1 4 int (math.cos(math.radians (kat)) % poziom
x 10.0)
y2 = yl + int(math.sin (math.radians(kat)) % poziom




x 10.0)
pygame.draw. line (screen, (100,255/(2%poziom),0),
(x1, yl1), (x2, y2), lxpoziom)
rysujDrzewo (x2, y2, kat — 20, poziom — 1)
rysujDrzewo (x2, y2, kat + 20, poziom — 1)

def input(event):
if event.type = pygame.QUIT:
exit (0)

rysujDrzewo (300, 550, —90, 9)
pygame. display . flip ()
while True:

input (pygame. event . wait ())

3.1.3 PROGRAM NR 3

from turtle import x

def Koch(dlugosc, poziom):
if poziom ==0:

forward (dlugosc)

return
Koch(dlugosc /3, poziom—1)
left (60)

Koch(dlugosc /3, poziom—1)
right (120)
Koch(dlugosc /3, poziom—1)
left (60)

Koch(dlugosc /3, poziom—1)

def caly platek(dlugosc, poziom):
for i in range(3):
Koch(dlugosc , poziom)
right (120)
if name —" main ":
speed (0)
pensize (1)
pencolor ("blue")
dlugosc=300.0

penup ()
backward (dlugosc /2.0)
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pendown ()
title (’Platek Kocha”)
caly_platek (dlugosc ,4)
mainloop ()
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