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1 Wprowadzenie

Celem projektu, byto stworzenie programu, ktory rozwiazywal by zadane za-
gadnienia z wykorzystaniem metody numerycznej Runge - Kutty 45. Metoda RK
45 nalezy do tzw. metod krokowych, oznacza to, ze mozna ja wykorzystywac do ite-
racyjnego rozwigzywania réwnan rézniczkowych.
Istnieje wiele metod RK, o wielu stopniach, wielu krokach, réznych rzedach, i
roznigcych sie miedzy soba innymi wtasnosciami (jak stabilnosé, jawnosé, niejaw-
nosé¢, metody osadzone, szybkos¢ dziatania, itp.). Metoda Rungego-Kutty 4. rzedu
jest powszechnie stosowana ze wzgledu na prostote implementacji, relatywnie pro-
ste wzory, duza szybkos¢ oraz wysoki rzad metody. Metoda ta w przeciwieristwie
do innych, znanych i powszechnie wykorzystywanych, prostszych metod nume-
rycznych (np. metoda Eulera) genruje mniejszy btad numeyrczny. Nazwa metody
pochodzi od nazwisk Niemieckich matematykow, ktorzy ja stworzyli, tj: Carla Run-
gego i Martina Wilhelma Kutta.
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2 Opis dzialania metody

Metoda zaktada iteracyjne rozwiazywanie zadanego zagadnienia, posiada row-
niez "procedure", ktora pozwala okresli¢ czy do rozwiazania zagadnienia wyko-
rzystano odpowiednia wielko$é¢ kroku h. W kazdej iteracji, wykonywane sa dwa
przyblizenia wyniku oraz ich wyniki sa porownane. Jesli wyniki pozostaja ze soba
w zgodzie, uzyskane w ten sposob przyblizenie jest akceptowane, jesli nie, wowczas
krok numeryczny jest zmniejszany. W kazdym krok wykorzystuje sie sze$¢ wartosci,
ktore wyliczane sa zgodnie z ponizszymi wzorami:
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Ay oraz warto$¢ metody w kroku i+1 wyliczane sg zgodnie z powyzszymi wzorami.
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3 Prezentacja wynikéw

Uzyta metoda sprowadza sie do poréwnania rozwigzan uzyskanych na
drodze roznych kalkulacji. Jesli r6znica miedzy wynikami jest wieksza od przyjetej
przez nas tolerancji wtedy zmniejszamy krok az do momentu kiedy rozwigzanie za-
wiera sie w przedziale ktory jest przez nas akceptowalny. Takie metody nazywamy
adaptacyjnymi, ze wzgledu wlasgnie na adaptacje kroku.
W ten sposéb mozemy poréownaé¢ dowolne dwie metody jednak byloby to nie-
ekonomiczne poniewaz dla kazdego kroku musimy obliczy¢ dwa rozwigzania, a
w przypadku gdy blad jest wiekszy niz tolerancja musimy ponowi¢ obliczenia
ze zmniejszonym krokiem. Optymalnym wyjsciem z takiej sytuacji jest zastoso-
wanie algorytmu RKF45. Korzystajac z tego schematu poréwnujemy rozwiaza-
nia wyliczone za pomoca metody RKIV oraz RKV. Niektore ze wspotczynni-
kow w tychze metodach sg identyczne przez co nie tracimy czasu na dublowanie
obliczent. Ttradycyjna metoda RKIV potrzebuje pieciu wspotczynnikéow, metoda
RKYV — czterech wspotezynnikow jednak niektore ze wspotezynnikow sa takie same
wiec zamiast w kazdym kroku oblicza¢ 9 réznych wspoétezynnikéw obliczamy 6.
Na zamieszczonym ponizej rysunku widzimy cztery wykresy przedstawiajace roz-
wiazanie tego samego rownania ale ze zwiekszona tolerancja. Jak wida¢ lewy gorny
wykres najszybciej zaczyna byé gladki, jest to wykres z najmniejsza tolerancja
btedu. Warto tez zauwazy¢ ze w miejscach gdzie funkcja ma punkty przegiecia
kroki zostaja zageszczone aby jak najlepiej przyblizy¢ rozwigzanie, zawdzieczamy
adaptacyjnemu dostosowywaniu kroku.
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4 Kod programu

#1/usr /bin/env py

# —x— coding: utf—8 —x—

nmnn

Created on Tue Oct 25 11:17:45 2016

@Qauthor: piotrek

i

# —x— coding: utf—8 —x—

A

Program rozwiazujacy rownanie rozniczkowe I—go rzedu zwyczaj

20

import numpy as np

import csv
import matplotlib

def funl(x,t):

" Funkeja cal, kowana
return x4np.sin(t)

k=[]
=1l

"Mrwspolczynniki

2

3

4

5= 12./13.;

6 = 1932./2197.

7 = 7200./2197.

8 — 7296./2197.

9 = 439./216.;

10 = 3686./513.
11=845./4104.;

bBBEBleBBB

thon2

.pyplot as plt

mimnin

do merody numerycznej """

ne
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Ao 12=0.5;
n_13=8./27.;

n_ 14=3544./2565.;
n 15=1859./4104.;
n_16=11./40.;

n 17-16./135.;
n_18-6656./12825.;
n_19=28561./56430.;
n_20-9./5.

n 21-2./55.;

n 22=25./216.
n_23=1408./2565.
n_24=2197./4104.
n_25-1./5.

def RK45(funl, t0, tf, x0, hO, emin, emax, hmin, hmax):

"t Metda Rungego—Kutty—Fahlberga do rozwiA...zywania rown
z warunkiem poczatkowym

DANE WJELSCIOWE :

funl — funkcja

to — lewy kraniec przedzialu

tf — prawy kraniec przedzialu calkowania
z0 — wartosc poczatkowa

ho — krok poczatkowy

emin  — minimalny blad

emar — maksymalny blad

hmin  — minimalny krok calkowania

hmaz — — maksymalny krok cal,kowania

DANE WYJSCIOWE:
t — tablica zawierajca czas

T — tablica zawierajaca rozwiazanie
mnn

h=h0
x—x0
t—t0

n postaci x’-



writer.writeheader ()
while (k<N and t<tf):

if (h<hmin):
h=hmin

elif (h>hmax):
h=hmax

kO=hxfunl (x,t)

kl=hxfunl (x+0.25%k0, t-+0.25x%h)

k2=hx*funl (x+n_3xk0+n_ 4xkl, t+n_2xh)

k3=hxfunl (x+n_6xk0+n_ T7Txkl+n 8xk2 6 t+h*n 5)
k4=hxfunl (x+n_9xk0—8.xk1l4n_ 10xk2-—n_11xk3,t+h,)
kb5=hxfunl (x—n_ 13xk0+2.xkl-—n_14xk24n_ 15xk3-n_16xk4 , t

RKF4=n 17xk0+n_ 18xkl+n 19xk2-—n 20xk4+n 21xkH
RKF5=n_22xk0+n_23xk24n_24xk3—n_25xk4
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N=51
di=(tf—t0)/N
k=0
RKF4-=0
RKF5=0
e—0
X=||
T={]
csvfile=open(’data.csv’, 'w’)
fieldnames = [\
7X7 ,\
7t Y ,\
7h7]
writer = csv.DictWriter (csvfile , fieldnames=fieldnames)

-0.5xh)
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e=abs (RKF4-RKF5)
if (e>emax and h>hmin ):
h=h /2
else:
k+—=di
t+=h
x=RKF4
T.append(t)
X.append (x)
if (e<emin):
h=2xh

#h=(pow ((emaz—emin ) /(2% abs (RKF/~RKF5)),0.25))
# print (xz,t,h)

csvfile—open(’'data.csv’, 6 ’a’)
writer. writerow ({\
x7ix,\
TS TN
"h’:h})

csvfile.close ()
return T,X
#RK45(funl 10, tf ,z0,h0, emin, emaz, hmin , hmaz)

x—|]
t =]

Color:[7y777r777b777g7]

t ,x=RK45(fun1,0,10,—1,1.0,0.001,1.0,0.01,1.0)
for i in range(4):
t ,x=RK45(funl,0, 10, —1, 1.0, 0.001—i*0.1, 1.0+ix*l,
plt.subplot (2, 2, i+1)
plt.plot(t, x, "{}.—’ .format(color|i]))
plt. title (ODE’)
plt.ylabel (’x")
plt.xlabel(’t’)

plt.savefig ("wykres.png")
plt .show ()
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