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1 Wprowadzenie

Celem projektu, byªo stworzenie programu, który rozwi¡zywaª by zadane za-
gadnienia z wykorzystaniem metody numerycznej Runge - Kutty 45. Metoda RK
45 nale»y do tzw. metod krokowych, oznacza to, »e mo»na j�a wykorzystywa¢ do ite-
racyjnego rozwi�azywania równa« ró»niczkowych.
Istnieje wiele metod RK, o wielu stopniach, wielu krokach, ró»nych rz�edach, i
ró»ni�acych si�e mi�edzy sob�a innymi wªasno±ciami (jak stabilno±¢, jawno±¢, niejaw-
no±¢, metody osadzone, szybko±¢ dziaªania, itp.). Metoda Rungego-Kutty 4. rz�edu
jest powszechnie stosowana ze wzgl�edu na prostot�e implementacji, relatywnie pro-
ste wzory, du»�a szybko±¢ oraz wysoki rz�ad metody. Metoda ta w przeciwie«stwie
do innych, znanych i powszechnie wykorzystywanych, prostszych metod nume-
rycznych (np. metoda Eulera) genruje mniejszy bª�ad numeyrczny. Nazwa metody
pochodzi od nazwisk Niemieckich matematyków, którzy j�a stworzyli, tj: Carla Run-
gego i Martina Wilhelma Kutta.
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2 Opis dziaªania metody

Metoda zakªada iteracyjne rozwi�azywanie zadanego zagadnienia, posiada rów-
nie» "procedur�e", która pozwala okre±li¢ czy do rozwi�azania zagadnienia wyko-
rzystano odpowiedni�a wielko±¢ kroku h. W ka»dej iteracji, wykonywane s�a dwa
przybli»enia wyniku oraz ich wyniki s�a porównane. Je±li wyniki pozostaj�a ze sob�a
w zgodzie, uzyskane w ten sposób przybli»enie jest akceptowane, je±li nie, wówczas
krok numeryczny jest zmniejszany. W ka»dym krok wykorzystuje si�e sze±¢ warto±ci,
które wyliczane s�a zgodnie z poni»szymi wzorami:

∆y oraz warto±¢ metody w kroku i+1 wyliczane s�a zgodnie z powy»szymi wzorami.
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3 Prezentacja wyników

U»yta metoda sprowadza si¦ do porównania rozwi¡za« uzyskanych na
drodze ró»nych kalkulacji. Je±li ró»nica mi¦dzy wynikami jest wi¦ksza od przyj¦tej
przez nas tolerancji wtedy zmniejszamy krok a» do momentu kiedy rozwi¡zanie za-
wiera si¦ w przedziale który jest przez nas akceptowalny. Takie metody nazywamy
adaptacyjnymi, ze wzgl¦du wªa±nie na adaptacj¦ kroku.
W ten sposób mo»emy porówna¢ dowolne dwie metody jednak byªoby to nie-
ekonomiczne poniewa» dla ka»dego kroku musimy obliczy¢ dwa rozwi¡zania, a
w przypadku gdy bª¡d jest wi¦kszy ni» tolerancja musimy ponowi¢ obliczenia
ze zmniejszonym krokiem. Optymalnym wyj±ciem z takiej sytuacji jest zastoso-
wanie algorytmu RKF45. Korzystaj¡c z tego schematu porównujemy rozwi¡za-
nia wyliczone za pomoc¡ metody RKIV oraz RKV. Niektóre ze wspóªczynni-
ków w tych»e metodach s¡ identyczne przez co nie tracimy czasu na dublowanie
oblicze«. Ttradycyjna metoda RKIV potrzebuje pi¦ciu wspóªczynników, metoda
RKV � czterech wspóªczynników jednak niektóre ze wspóªczynników s¡ takie same
wi¦c zamiast w ka»dym kroku oblicza¢ 9 ró»nych wspóªczynników obliczamy 6.
Na zamieszczonym poni»ej rysunku widzimy cztery wykresy przedstawiaj¡ce roz-
wi¡zanie tego samego równania ale ze zwi¦kszon¡ tolerancj¡. Jak wida¢ lewy górny
wykres najszybciej zaczyna by¢ gªadki, jest to wykres z najmniejsz¡ tolerancj¡
bª¦du. Warto te» zauwa»y¢ »e w miejscach gdzie funkcja ma punkty przegi¦cia
kroki zostaj¡ zag¦szczone aby jak najlepiej przybli»y¢ rozwi¡zanie, zawdzi¦czamy
adaptacyjnemu dostosowywaniu kroku.
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4 Kod programu

#!/ usr / b in /env python2
# −∗− coding : u t f−8 −∗−
"""
Created on Tue Oct 25 11 :17 :45 2016

@author : p i o t r e k
"""

# −∗− coding : u t f−8 −∗−

' ' '
Program rozwiazu jacy rownanie rozniczkowe I−go rzedu zwyczajne
' ' '
import numpy as np
import csv
import matp lo t l i b . pyplot as p l t

def fun1 (x , t ) :
"""Funkcja ca�
 kowana"""
return x+np . s i n ( t )

k=[ ]
j =[ ]

""" wspo l c z ynn i k i do merody numerycznej """

n_2=3 ./8 . ;
n_3=3 ./32 . ;
n_4 =9 ./32 . ;
n_5 = 12 . / 1 3 . ;
n_6 = 1932 . / 2197 . ;
n_7 = 7200 . / 2197 . ;
n_8 = 7296 . / 2197 . ;
n_9 = 439 . / 2 1 6 . ;
n_10 = 3686 . / 5 13 . ;
n_11=845 ./4104 . ;
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# n_12=0.5;
n_13=8 ./27 . ;
n_14=3544 ./2565 . ;
n_15=1859 ./4104 . ;
n_16=11 ./40 . ;
n_17=16 ./135 . ;
n_18=6656 ./12825 . ;
n_19=28561 ./56430 . ;
n_20=9./5.
n_21=2 ./55 . ;
n_22=25./216.
n_23=1408./2565.
n_24=2197./4104.
n_25=1./5.

def RK45( fun1 , t0 , t f , x0 , h0 , emin , emax , hmin , hmax ) :

"""Metda Rungego−Kutty−Fahlberga do rozwiÄ. . . zywania rownan po s t a c i x '= f ( x , t )
z warunkiem poczatkowym

DANE WJE�²CIOWE:
fun1 − f unkc ja
t0 − l ewy kran iec p r z e d z i a l u
t f − prawy kran iec p r z e d z i a l u ca lkowania
x0 − wartosc poczatkowa
h0 − krok poczatkowy
emin − minimalny b l ad
emax − maksymalny b l ad
hmin − minimalny krok ca lkowania
hmax − maksymalny krok ca�
 kowania

DANE WYJSCIOWE:
t − t a b l i c a zawie ra j ca czas
x − t a b l i c a zawiera jaca rozwiazan ie

"""

h=h0
x=x0
t=t0
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N=51
di=( t f−t0 )/N
k=0
RKF4=0
RKF5=0
e=0
X=[]
T=[ ]

c s v f i l e=open( ' data . csv ' , 'w ' )
f i e ldnames = [\

' x ' ,\
' t ' ,\
'h ' ]

w r i t e r = csv . DictWriter ( c s v f i l e , f i e ldnames=f i e ldnames )
wr i t e r . wr i t eheader ( )

while (k<N and t<t f ) :

i f (h<hmin ) :
h=hmin

e l i f (h>hmax ) :
h=hmax

k0=h∗ fun1 (x , t )

k1=h∗ fun1 (x+0.25∗k0 , t +0.25∗h)

k2=h∗ fun1 (x+n_3∗k0+n_4∗k1 , t+n_2∗h)

k3=h∗ fun1 (x+n_6∗k0+n_7∗k1+n_8∗k2 , t+h∗n_5)

k4=h∗ fun1 (x+n_9∗k0−8.∗k1+n_10∗k2−n_11∗k3 , t+h , )

k5=h∗ fun1 (x−n_13∗k0+2.∗k1−n_14∗k2+n_15∗k3−n_16∗k4 , t +0.5∗h)

RKF4=n_17∗k0+n_18∗k1+n_19∗k2−n_20∗k4+n_21∗k5
RKF5=n_22∗k0+n_23∗k2+n_24∗k3−n_25∗k4
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e=abs (RKF4−RKF5)
i f ( e>emax and h>hmin ) :

h=h/2
else :

k+=di
t+=h
x=RKF4
T. append ( t )
X. append (x )
i f ( e<emin ) :

h=2∗h

#h=(pow (( emax−emin )/(2∗ abs (RKF4−RKF5) ) , 0 . 2 5 ) )
# pr i n t ( x , t , h )
c s v f i l e=open( ' data . csv ' , ' a ' )
w r i t e r . writerow ({\

' x ' : x , \
' t ' : t , \
'h ' : h})

c s v f i l e . c l o s e ( )
return T,X

#RK45( fun1 , t0 , t f , x0 , h0 , emin , emax , hmin , hmax)

x=[ ]
t =[ ]
c o l o r =[ ' y ' , ' r ' , ' b ' , ' g ' ]

t , x=RK45( fun1 , 0 , 1 0 , −1 , 1 . 0 , 0 . 0 01 , 1 . 0 , 0 . 0 1 , 1 . 0 )
for i in range ( 4 ) :

t , x=RK45( fun1 , 0 , 10 , −1, 1 . 0 , 0.001− i ∗0 .1 , 1.0+ i ∗1 , 0.01− i ∗0 .1 , 1.0+ i ∗0 . 1 )
p l t . subplot (2 , 2 , i +1)
p l t . p l o t ( t , x , ' {}.− ' . format ( c o l o r [ i ] ) )
p l t . t i t l e ( 'ODE' )
p l t . y l ab e l ( ' x ' )
p l t . x l ab e l ( ' t ' )

p l t . s a v e f i g ( "wykres . png" )
p l t . show ( )
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