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1 Oscylator harmoniczny

Oscylator harmoniczny — uklad drgajacy, poddany dzialaniu sit sprezystych tj.
sit proporcjonalnych do przemieszczenia r uktadu od polozenia rownowagi:

F(r) = —kr
gdzie k — tzw. stala sprezystosci.

W ogélnosci r oznacza potozenie uktadu w przestrzeni konfiguracyjnej. Mo-
del oscylatora harmonicznego pojawia sie w réznych dziatach fizyki, przy czym
przez oscylator harmoniczny rozumie sie czesto bardzo odmienne uktady fizycz-
ne, np. drgajace wahadto, drgajaca czasteczke czy drgajacy uklad elektryczny.
Wyréznia sie klasyczny oscylator harmoniczny oraz kwantowy oscylator harmo-
niczny. Ten ostatni stosuje sie do uktadéw mikroskopowych, dla ktérych prawa
fizyki klasycznej przestaja by¢ stuszne.

Energia potencjalna oscylatora zalezy od kwadratu przemieszczenia r od
polozenia réwnowagi:

k
Vir)= 57‘2

Energia potencjalna w tej postaci jest najprostsza postacia potencjalu, ktora
pojawia sie w przypadku drgan ukladéw. Inne potencjaly to:

e potencjal staly V(r)=const dotyczy ruchu ukladu swobodnego, tj. nie
poddanego dzialaniu zadnych sil zewnetrznych (np. czastka swobodna;
czastka ta porusza sie ze stala predkoscia w przestrzeni);

e potencjal liniowy V(r)=cr, gdzie c — stala liczba:

— w mechanice klasycznej potencjal ten oznacza, ze na uklad dziata
stala sila;

— w mechanice kwantowej potencjal liniowy wymaga doprecyzowania,
gdyz bez okreslenia warunkéw brzegowych problem jest Zle postawio-
ny (odpowiednie rozwiazanie réwnania Schrodingera bez warunkéw
brzegowych ma nieograniczone z dotu widmo).



2 Klasyczny oscylator harmoniczny

Klasyczny oscylator harmoniczny — realizacja modelu oscylatora harmonicznego
w ramach mechaniki klasyczne;j.

Klasyczny oscylator harmoniczny okresla sie jako uklad w potencjale kwa-
dratowym:
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badz rownowaznie jako uktad, w ktorym dziata liniowa sita F proporcjonalna
do wychylenia z przeciwnym zwrotem x
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Jednowymiarowym oscylatorem harmonicznym jest kazdy uklad fizyczny,

ktorego zachowanie mozna opisa¢ réwnaniem zwanym rownaniem oscylatora
harmonicznego:

a(t) + wiz(t) =0
gdzie:
e a(t) — przyspieszenie zalezne od czasu,
e x(t) — polozenie zalezne od czasu,
e w( — czestosé kotowa drgan oscylatora.
Zwiazek ten mozna zapisaé jawnie jako liniowe rownanie rézniczkowe:

d?x(t)
02 +wiz(t) =0

lub:

i+ wir=0
Model opisywany powyzszym réwnaniem jest réwniez czasami nazywany
prostym oscylatorem harmonicznym. Kazdy uklad, ktérego réwnanie mozna
sprowadzi¢ do powyzszego, okresla sie w skrocie jako oscylator harmoniczny.
Rozwiazanie rownania oscylatora harmonicznego mozna zapisa¢ w jednej z po-
nizszych rownowaznych postaci:
x(t) = Asin(wot) + B cos(wot)

x(t) = Csin(wot + ¢)

2(t) = D cos(wot + ¢')

2(t) = Feot 4 Geiwot

gdzie A, B,C,p, D, ¢’ F,G to stale zalezne od warunkéw poczatkowych.



wp jest czestoscia kolowa oscylatora harmonicznego. Okres drgan T wynosi:
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natomiast czestotliwosé drgan v wynosi:
)
21

3 Kwantowy oscylator harmoniczny

3.1 Mechanika kwantowa - podstawowe pojecia

1. Mechanika kwantowa jest mechanika operatoréw.

O(r,p) — O(r,—ihV).

2. Operatory dzialaja na zespolona funkcje falowa:
P(r,t).

3. Gestoé¢ prawdopodobienistwa wyraza sie nastepujaco:

o(r,t) = [¥* = ¢ x 4.

4. Wartosé érednia wielkosci fizycznych:

<@>:/d3r¢*é)w

5. Hamiltonian dla pojedynczej czastki w potencjale niezaleznym od czasu:

6. Réwnaniem opisujacym ewolucje czasowo-przestrzenna funkcji falowej w przy-
padku nierelatywistycznym jest réwnanie Schrodingera:

2
LOU D

N o
th, =( 2mv + V).

7. Funkcja falowa dla dlapotencjatu niezaleznego od czasu:

b(r,t) = e T Yp(r).

8. Otrzymujemy wéwczas réwnania Schrodingera niezalezne od czasu:
Hyp = EYg

gdzie E jest wartoscia wlasna operatora energii, czyli hamiltonianu.



Stany zwiazane:
symetrycrzne
antysymetryczny
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Anatomia funkcji falowej

Istnieja tylko dwa klasyczne przyktady, ktére mozna skwantowaé otrzymujac
pelne rozwiazanie w sposob jawny. Jest to oscylator harmoniczny i potencjal
kulombowski (atom wodoru).

3.2 Oscylator harmoniczny

Hamiltonian dla oscylatora harmonicznego (jednowymiarowego):
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Szukane rozwiazanie ma postaé: x(t) = e™?. Zatem: & = jwe™? i = —wr.

Czesto$¢ drgan nie zalezy od amplitudy i w klasycznym podejéciu wynosi:
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Wrt =\ —-
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3.3 Kwantowomechaniczny jednowymiarowy oscylator har-
moniczny

Hamiltonian dla oscylatora kwantowego:
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H=———+ 2%
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7 dziatania hamiltonianu na funkcje H Yg = EYp otrzymujemy nastepujace
réwnanie:

K2 k
%w”(@ + 5%%(%) = EyY(x).
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Chcemy znalez¢ rozwiazanie wskazujace na stan o najnizszej energii. Postu-

jujemy wiec rozwiazanie postaci i = e~ %5 . Stad ¥/ = e~ %5 (—ax), V" =
CXI2 . . ’ . . ’ . .
e~ "2 (—a?x? — a). Po podstawieniu do wezesniejszego réwnania otrzymujemy
réwnanie: )
h 2,2 k o
—(—a"z" —a)+ -z =F.
2m( ) 2

Z tego réwnania otrzymujemy wyrazenie na najnizsza energie:
_ hla
- 2m’

gdzie czynnik « wyraza sie nastepujaco:

R, VEm

k
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Szukajac zwiazku miedzy oscylatorem kwantowym i klasycznym wykonujemy
nastepujace przeksztalcenia:
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Czyli energia oscylatora kwantowego wyrazona za pomoca czestosci drgan oscy-
latora klasycznego wynosi:

h
FE = §wkl.

Cala klasa rozwigzan réwnania wyrazona jest nastepujaco:

Yn(x) = Wn(x)e_%”“j.
Wéwcezas dla:
e n=0:Y(z)= Noe~ 52" - stan podstawowy
e n=1:Yy(z) = Nize— 57" - stan podstawowy

Klasyczne prawdopodobienstwo P(x) znalezienia czastki w punkcie x jest
proporcjonalne do odwrotnosci jej predkosci:




Kwantowomechaniczne prawdopodobiefnistwo uérednia sie do klasycznego roz-
ktadu prawdopodobienstwa:
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