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Woprowadzenie
Wektor

Wiazka styczna

Wektor bedziemy interpretowaé jako operator rézniczkowy
pierwszego rzedu, dziatajacy na funkcje okre$long na M. Jezeli
mamy jaka$ parametryzacje, to mozna stosowac j3 do
reprezentowania wektoréw stycznych do przestrzeni M (tzn.
operatoréw rézniczkowych na M ) jako kombinacji liniowych
operatoréw (wektoréw) postaci % bez koniecznosci ,wychodzenia”
poza M i interpretowania tych wektoréw jako ,strzatek” w wiekszej
przestrzeni A".
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Woprowadzenie
Wektor

Wiazka styczna

Mozemy zatem mysle¢ abstrakcyjnie o M jako o rozmaitosci
rézniczkowalnej. Pod ta nazwa bedziemy rozumieli pare (M,A),
gdzie M jest zbiorem punktéw zas A jest atlasem zupetnym, tzn.
zbiorem lokalnych parametryzacji. Terminem tym oznaczamy
odwracalne odwzorowanie typu:

RS> U3 (x) = k(x")=xe 0> M, (1)

dla ktérego dziedzina U jest zbiorem otwartym. Zupetno$¢ atlasu A
oznacza, ze obrazy tych parametryzacji pokrywajg caty zbiér M:
kazdy punkty x € M lezy w obrazie im(k) jakiej$ parametryzacji k

x € im(k) = O. (2)
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Woprowadzenie
Wektor

Wiazka styczna

Konstrukcje wiazki stycznej ktéra bedziemy sie postugiwaé mozna
wyttumaczy¢ nastepujaco - dla kazdej parametryzacji (1) na M
zdeniujemy parametryzacje na TM nastepujagcym wzorem:

R% > UxR"> (xk v) -
— kr(xkvl) = v = xk% € O71 = Uyxeo TxM C TM(3)

pierwsze n wspbtrzednych parametryzuje punkt zaczepienia, za$
pozostate n wyréznia konkretny wektor w przestrzeni stycznej
T«M. Poniewaz wzory transformacyjne na sktadowe wektora przy
przejsciu do innej mapy zawierajg juz pierwsze pochodne funkgji
przejscia dla samych wspétrzednych, prawa transformacyjne w tak
skonstruowanym atlasie A1 s3 jeden raz mniej rézniczkowalne niz
oryginalne prawa transformacyjne w oryginalnym atlasie A.
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Definicja pola wektorowego

Pole wektorowe gtadkie

Pole wektorowe to kolekcja wektoréw: po jednym w kazdym
punkcie rozmaitosci. Jedli zatem zastosowac je do funkgji f, to
otrzymamy kolekcje wartosci, po jednej w kazdym punkcie,czyli
nowa funkcje. Mozna wobec tego podaé nastepujaca definicje pola
wektorowego:

Definicja
Pole wektorowe jest to operator rézniczkowy, ciagty

X:CL. — Cioe (4)
Spetniajace warunki:

1. X(af + bg) = aX(f) + bX(g),
2. X(fg) = X(g) + gX(f).

y
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Definicja pola wektorowego

Pole wektorowe gtadkie

Zastosowali$my tutaj zastrzezenie ,loc” w oznaczeniu zbioru
funkcji, aby podkresli¢ lokalny charakter tych obiektéw: funkcje nie
musza by¢ okreslone na catej rozmaitosci M a jedynie lokalnie, na
otoczeniu punktu, ktéry nas interesuje. W takich przestrzeniach
rozwazamy topologie zbiezno$ci niemal jednostajnej w Cjo i
niemal jednostajnej wraz z pochodnymi pierwszego rzedu w C,}x
Jedli X jest polem wektorowym, to jego warto$¢ X (x) w punkcie x
M, dana wzorem

(X())(F) = (X(F))(x) (5)

Jest takze wektorem zaczepionym w punkcie x:
(X(x)) € T«M (6)

gdzie zbiér T, M jest przestrzenia styczna do rozmaitosci M w
punkcie x € M. Jedli wybierzemy dowolng mape (7') w otoczeniu
X, to operatory % stanowig baze przestrzeni T, M. Oznacza to, ze
kazdy wektor jest kombinacja powyzszych.
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Definicja pola wektorowego

Pole wektorowe gtadkie

Wobec tego powyzsza definicje pola wektorowego mozna zapisaé

bardziej lokalnie, jako odwzorowanie rézniczkowalne z rozmaitosci
M w rozmaito$¢ TM:

M>0>x— X(x)e TM (7)

jednak z zastrzezeniem, ze warto$¢ tego odwzorowania w punkcie x
musi by¢ wektorem zaczepionym w tym samym punkcie.
Rézniczkowalnos¢ odwzorowania sprawdza sie w uktadach
wspotrzednych. Jesli zatem wybra¢ w M mape dang przez (1) oraz
odpowiadajaca jej mape w TM dang przez (3), to ,konkretyzacja”
odwzorowania X w tych mapach wyglada nastepujaco:

R" > U 3 (xK) — (x*, X!(x¥)) e R?". (8)
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Definicja pola wektorowego

Pole wektorowe gtadkie

Lokalnie, w uktadzie wspdtrzednych, cata informacje o polu
wektorowym niesie n funkcji X' ktérych wartoéé koduje wartosé
wspbtrzednych wektora

X(x) = X' (x) 5

w zaleznosci od wspoétrzednych punktu zaczepienia x.

Pole jest gtadkie klasy C* jesli te funkcje sa takiej klasy. | zndw ma
to sens jedynie dla s < |-1 , bowiem nawet gdyby w jednej mapie s
byto wieksze, to po transformacji do innej mapy nie ma szans na
utrzymanie tak wysokiego stopnia gtadkosci, skoro prawa
transformacyjne sa jedynie (I-1) razy rézniczkowalne.
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Definicja pola wektorowego

Pole wektorowe gtadkie

Mozna zatem patrze¢ na pole wektorowe, jako na odwzorowanie
gtadkie:
X M—-TM (9)

z bazy M wiazki stycznej w sama przestrzen wigzki TM i takie, ze
warto$¢ X(x) tego odwzorowania w punkcie x nalezy do wtdkna
TxM wiazki. Ten ostatni warunek oznacza, ze rzut 7 czyni z X
odwzorowanie tozsamosciowe:

ToX=id (10)

Gtadkie odwzorowanie z bazy wigzki w jej przestrzen, spetniajace
ten warunek nazywa sie cieciem wigzki. A zatem pole wektorowe,
to po prostu ciecie wigzki stycznej.
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Przyktady pél wektorowych

Przyktady pél wektorowych

Przyktadami pél wektorowych znanymi z fizyki sa:
@ pole grawitacyjne - pole wektoréw natezenia pola
grawitacyjnego
@ pole elektryczne - pole wektoréw natezenia pola elektrycznego
@ pole magnetyczne - pole wektoréw indukcji magnetycznej
@ pole predkosci i potencjat zespolony przeptywu — okresla
predkos$¢ przeptywu ptynu w kazdym punkcie przestrzeni
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Dywergencja
Rotacja

Operacje rézniczkowe na polach wektorowych

Dywergencja

Dywergencja pola wektorowego to operator rézniczkowy
przyporzadkowujacy tréjwymiarowemu polu wektorowemu pole
skalarne bedace formalnym iloczynem skalarnym operatora nabla z
polem. Operator dywergencji pojawia sie w sposéb naturalny w
kontekscie catkowania form zewnetrznych w przestrzeni
tréjwymiarowej, a wiec ma szereg konkretnych interpretacji
fizycznych, zwigzanych np. z mechanika ptynéw.
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Dywergencja
Rotacja

Operacje rézniczkowe na polach wektorowych

We wspdtrzednych kartezjanskich dywergencje mozemy
zdefiniowaé nastepujaco:

Dla rézniczkowalnego pola wektorowego F = B (s (5]
dywergencja réwna jest funkcji skalarne;:

divF =V F =949 4 0
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Dywergencja
Rotacja

Operacje rézniczkowe na polach wektorowych

Zwréémy uwage na zapis dywergencji za pomoca operatora nabla,
jest ona iloczynem skalarnym tego operatora z wektorem
sktadowych pola wektorowego.

a]\ﬁ/ b) \@/ c}ﬂﬁﬁﬂﬁ

Rysunek: a) dywergencja jest dodatnia (masa ucieka z uktadu), b)
dywergencja jest ujemna (masa wptywa do ukfadu), c) dywergencja jest
réwna 0 (tyle samo masy wptywa i wyptywa z ukfadu)
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Dywergencja
Rotacja

Operacje rézniczkowe na polach wektorowych

Rotacja jest operatorem wektorowym opisujagcym nieskonczenie
mata rotacje tréjwymiarowego pola wektorowego. W kazdym
punkcie przestrzeni pole rotacji opisywane jest przez wektor,
ktérego kierunek i dtugosé opisuja wirowos¢ pola w danym punkcie.

We wspodtrzednych kartezjanskich rotacje rézniczkowalnego pola
wektorowego F = (Fy, Fy, Fy) definiujemy jako pole wektorowe o
postaci:

F_ |9 a9 9| _
VxF= ox Oy 0z|
F. F, F.
— (9F _ OFy N~y (0F _ OF:\ 5 (9F _ 9F\ [
_(6y 8Z>/L+(BZ 8x)j+<ax dy k
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Dywergencja
Rotacja

Operacje rézniczkowe na polach wektorowych

Mozna zauwazyé, ze rotacja jest de facto iloczynem wektorowym
operatora nabla i pola wektorowego. Jesli rotacja pola jest zerowa,
moéwimy o polu bezwirowym. Bezwirowos$¢ pola jest warunkiem
koniecznym, ale nie wystarczajacym jego potencjalnosci (pole
potencjalne to takie, w ktérym praca nie zalezy od drogi tylko od
potfozenia punktéw przed i po przesunieciu, np. pole grawitacyjne).
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