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Grawitacja jako geometria

Einstein 1908-1915

Podstawowym zatozeniem szczegdlnej teorii wzglednosci jest fakt, ze kazdy
obserwator inercjalny (tzn. poruszajacy sie bez przyspieszenia) zmierzy
taka sama predkos¢ swiata c, niezaleznie od jego wiasnej predkosci.
Zatézmy, ze promien Swietlny jest emitowany w chwili t = 0 w punkcie
przestrzeni o wspdtrzednych (x, y,z) = (0,0,0) i rejestrowany w chwili t w
punkcie (x, y, z). Warunek statosci ¢ oznacza, ze dla kazdego obserwatora
inercjalnego bedzie spetnione réwnanie:
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Grawitacja jako geometria

Minkowski i transformacja Lorentza

Hermann Minkowski zauwazyt w roku 1908, ze transformacje miedzy
inercjalnymi uktadami odniesienia, zachowujace réwnanie s?> = 0
(nazywane dzi$ tansformacjami Lorentza), zachowuja tez warto$¢
wyrazenia s2. Uderzyto go podobiefstwo tej wtasnosci s° do pewnego
faktu z geometrii euklidesowej. W geometrii Euklidesa odlegto$¢ miedzy
punktami o wspétrzednych (0,0,0) i (x,y, z) wyraza sie wzorem

L2:x2+y2—|—z2.

i jest zachowywana przez transformacje obrotu, ktére, tak jak
transformacje Lorentza, s3 liniowe w x, y i z. Z podobienstwa tych wzoréw
Minkowski wywnioskowat, ze szczegblna teoria wzglednosci jest geometrig
przestrzeni, ktéra dzi§ nazywamy czasoprzestrzeniag Minkowskiego.



Grawitacja jako geometria

Hermann Minkowski

Minkowski doszedt do wniosku, ze idee Einsteina
oparte na wczesniejszych pracach Lorentza

i Poincarégo dadza sie tatwiej przedstawié,

jesli czas i przestrzen potraktowaé jako

wymiary pewnej przestrzeni czterowymiarowej,

a nie osobne i niezwigzane ze soba wielkosci.
Mozna przyjaé, ze to wtasnie Minkowskiemu
zawdzieczamy interpretacje czasu jako czwartego
wymiaru i istnienie terminu czasoprzestrzeni.

Waznym wktadem Minkowskiego do fizyki L Mondit
matematycznej jest postulat niezmienniczosci

praw fizyki wzgledem grupy przeksztatcen Lorentza, ktéry wykorzystat przy
wyprowadzeniu réwnan pola elektromagnetycznego.



Czasoprzestrzen Minkowskiego

Ujecie matematyczne

U podstaw szczegélnej teorii wzglednosci legta zasada, ktérej wiarygodnosé
nie zostata podwazona zadnym z dotychczasowych doswiadczen. Jej tresé
zawarta jest w nastepujacym postulacie: Swiatto w prézni rozchodzi sie we
wszystkich uktadach odniesienia, z t3 sama predkoscia

¢ =299792458m/s. Wielko$¢ te uwazamy za uniwersalna stata przyrody.
Ten postulat, chociaz zrodzony z ducha zasady wzglednoéci Galileusza,
pozostaje z nig w jawnej sprzeczno$ci. Wyjscie z tej trudnej sytuacji jest
mozliwe, gdy uswiadomimy sobie, ze prawa transformacyjne

t =At+s,
x/:ut—i—Cx—}—a,

maja zastosowanie tylko wtedy, gdy predkosci zachodzacych zdarzen sa
duzo mniejsze od predkosci $wiatta (v << ¢)



Ujecie matematyczne

Woéwczas mozemy przeksztatci¢ predkosé ciata v , wedtug

nierelatywistycznej formuty v =vtu,w ktérej u oznacza wzajemna
predkos$¢ uktadéw inercjalnych.

|xg —xa| = c(tp — ta)
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Izotropowy sygnat Swietlny inercjalnym uktadzie ¥



Ujecie matematyczne

Jesli ten sygnat rejestrujemy w chwili pézniejszej tg > ta , wtedy promien
tej sfery wynosi,|xg — xa| = c(tg — ta) . Podnoszac strony tej réwnosci do
kwadratu otrzymamy,

Cz(tB — tA)2 — (XB — XA)2 =0.

Réwnos¢ ta wiaze miedzy sobg dwa zdarzenia $wietlne reprezentowane w
czasoprzestrzeni przez punkty (ta,xa) i (tg,Xg) .



Ujecie matematyczne

Opuséémy teraz inercjalny uktad X i przejdzmy do innego uktadu
inercjalnego Y, poruszajacego sie z predkoscia w . Zgodnie z postulatem
o absolutnej predkosci Swiatta, te same zdarzenia swietlne w obu uktadach
beda postrzegane identycznie. Dlatego poprzednia réwnos$¢ bedzie réwniez
spetniona w uktadzie Y ,

I ! 2 ’

Cz(tB —ta)" — (xg — X/A)2 =0.

Matematycznie oznacza to, ze wspbtrzedne czasoprzestrzenne (t,x)
kazdego zdarzenia, ktére sg 4 liczbami rzeczywistymi otrzymanymi z
pomiaru, nalezy zastapi¢ nowymi liczbami (t',x’)



Ujecie matematyczne

Z teorii Galileusza: OtrzymaliSmy reguty transformacyjne, ktére okazaty sie
translacjami czasoprzestrzennymi, oraz obrotami przestrzennymi:

t =t+s
!

X =X+ a
x = Cx

Jesli skorzystalibySmy z tych przepiséw galileuszowskich, taczacych uktady
inercjalne formutami,

t =t
’

X = wt+Xx

po podstawieniu do wczedniejszej relacji, otrzymamy

Cz(tB — tA)2 — (x — XA)2 = Cz(f;s - l“;\)2 - (X;a - X;\)2 =0,



Ujecie matematyczne

Jak uogdlni¢ transformacje Galileusza?

Przystepujac do dedukgji transformacji Lorentza, bedziemy stosowac sie do
powszechnej konwencji dotyczacej oznaczen wspdtrzednych tensoréw
wystepujacych w formalizmie relatywistycznym. | tak, przyjeto sie oznaczaé
czterowektory czasoprzestrzenne, w zapisie zwyczajowo zwanym
kontrawariantnym jako

xt = (ctx)=(x°x), (#=0,1,2,3)

lub w zapisie kowariantnym jako

x, = (ct,—x) = (x0,—x), (©#=0,1,2,3).



Ujecie matematyczne

Jak uogdlni¢ transformacje Galileusza?

Wskazniki greckie («, 3, ..., ud,...) stosuje sie na okreslenie czterech
sktadowych (0, 1,2, 3) czasoprzestrzennych.

Pod wskaznikami facifskimi (i,, k, . ..) zwykle rozumiemy trzy sktadowe

przestrzenne (x1 =x,x°=y,x3= 7).

Przejscie od postaci kontrawariantej do kowariantnej mozna wykonaé

podnoszac (lub, obnizajac) wskaznik mnozac sktadowe wektora (ogdlniej,
tensora) przez tensor metryczny g*” (lub g, ) o postaci
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Ujecie matematyczne

Jak uogdlni¢ transformacje Galileusza?

Stosujemy domysing konwencje sumacyjna. Na przyktad, zapisujemy
iloczyn wektora kontrawariantnego z wektorem kowariantnym w
nastepujacy sposéb
3
Z agb® = a,b”.

a=0

Konwencja ta pozwala nam zapisa¢ ponadto

v
Xt = g,u Xy,

v
Xy = BuvX

a sam warunek jako

(x5 — x4)guv (X — x4) = 0



Ujecie matematyczne

Jak uogdlni¢ transformacje Galileusza?

Kontynuujac poszukiwania uogdlnionych transformacji, A% , zapiszmy ja
najpierw w postaci,
x P = Nox" + ak,

a nastepnie skorzystamy z réwnosci,

(XBM - XAM)g;w(XBV - XAV) =
= (x§ — XN guN5(xg — Xa) =
= (xg — X3)8u(xg — xa) =0

co pozwala nam wnioskowa¢, ze poszukiwane transformacje Lorentza A s3
tymi przeksztatceniami, wzgledem ktérych czasoprzestrzenny tensor
metryczny g jest niezmienniczy, tzn.

Agg;u//\g’ = 8ap



Ujecie matematyczne

Jak uogdlni¢ transformacje Galileusza?
W zapisie macierzowym, ten warunek bedzie wygladat nastepujaco,

Ngh=g

Poszukujemy przeksztatcen kanonicznych - zachowuja one geometrie
symplektyczng opisang antysymetrycznym tensorem I (teoria przestrzeni
fazowych).

Blizsza analogie znajdziemy w geometrii euklidesowej, w ktérej odlegtosé

di* = dx' gy dx* = dx* + dy? + dz?

zadana jest jednostkowym tensorem metrycznym,

o = O

1 0
gk=g8" =10 0
0 1



Ujecie matematyczne

Transformacje ortogonalne

Ten warunek niezmienniczosci formy kwadratowej, prowadzi do
transformacji ortogonalnych, ktére w jezyku potocznie rozumiane;j
geometrii s3 obrotami, tworzacymi podgrupe C grupy Galileusza.
Powracajac do naszej czterowymiarowej czasoprzestrzeni, wyposazymy ja
w odlegto$é miedzy zdarzeniami, zdefiniowana ponizsza réwnoscia

ds® = dx'g,, dx" = (cdt)? — dx* — dy? — dz?,

lub w postaci skofczone]

(B, A) = (xh — x4)guu (x5 — x4).



Ujecie matematyczne

Rozmaitos¢ rézniczkowa Minkowskiego

Czasoprzestrzen z tak zdefiniowana metryka, staje sie ptaska rozmaitoscia

rézniczkowa Minkowskiego M* . W tej rozmaitoéci, mozemy wypowiedzieé
postulat o relatywistycznej wzglednosci, o znacznie mocniejszej wymowie:

Prawa natury s3 niezmiennicze wzgledem grupy przeksztatcen (A, a)

Poincare’go, zachowujacych w czasoprzestrzeni odlegto$¢ zadang ptaskim
tensorem metrycznym Minkowskiego

1 0
e _ _

W czasoprzestrzeni Minkowskiego wszystkie wektory, w zaleznosci od ich
normy, mozna pouktadaé w trzy roztaczne klasy:

> 0, wektoryczasowe
x° =xl'x, = { =0, wektoryzerowe
< 0, wektoryprzestrzenne



Czasoprzestrzen Minkowskiego

zdarzenie pierwotne

Stozek $wietlny w czasoprzestrzeni Minkowskiego



Dziekujemy za uwage!



