Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice

Rozwiazywanie metoda elementéw skonczonych
wybranych zagadnien fizyki i techniki




|dea MES — przypomnienie

@ |dea metody elementéw skonczonych jest przyblizone rozwiazywanie réwnan
rézniczkowych zapisanych za pomoca sformutowania wariacyjnego:

Znalez¢ uw € V takie, ze:
B(u,v) = L(v), Yv eV, (1)
w zbudowanej przez nas skonczenie wymiarowej podprzestrzeni V}, oryginal-
nej przestrzeni funkcyjnej V:
Znalez¢ uy, € Vi, C V takie, ze:
B(uh,vh) = L(’Uh), Yo € Vp. (2)
(Dla uproszczenia zaniedbalis$my niezerowe warunki brzegowe typu Dirichleta.)

Jak widzieliSmy, prowadzi to do uktadu réwnan liniowych na wspétczynniki
u; rozwiniecia rozwiazania up =Y u;$; w funkcje bazowe ¢; przestrzeni V:

N
Ku=F — u, up(x) :Zui@(x). (3)

@ Wychodzac z tej idei rozpatrzymy podejscie MES do innych zaganien
fizycznych, ograniczajac sie tylko do podania odpowiednich sformutowan
stabych B(u,v) = L(v).
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Wybrane zagadnienia

Omoéwimy nastepujace zaganienia fizyki, ktére beda tez tematem éwiczenia
laboratoryjnego #3:

@ NS — przeptywy niescisliwe ptynédw (réwnania Naviera-Stokesa, ang.
Navier-Stokes equations).

@ CNS — przeptywy Scisliwe (réwnania Naviera-Stokesa dla przeptywéw
Scisliwych, ang. Compressible Navier-Stokes equations).

@ EM - elektromagnetyzm (harmoniczne w czasie réwnania Maxwella, ang.
ElectroMagnetics).

@ LE - liniowa teoria sprezystosci (ang. Linear Elasticity).

@ BEM — metoda elementéw brzegowych do electromagnetyzmu (ang.
Boundary Element Method).

Ostatnia z wymienionych metod nie nalezy do klasy MES, jednak zawiera wiele
procedur tego podejsécia i jest uzywana w naukach inzynierskich do zagadnien
falowych akustyki i elektrycznosci.



NS - przeptywy niescisliwe

@ Przeptywy niescisliwe sa opisywane nastepujacymi wielkosciami:
® u = (uj,ug,us) — predkos¢ ptynu,
® p — cidnienie
v — dynamiczny wspédtczynnik lepkosci — charakteryzuje wtasnosci
ptynu.

@ Dla zwartego zapisu réwnan wprowadzamy nastepujace symbole
operatoréw rézniczkowych:
= (g 9 o o
* (u-Vu:= (uig +usg, +usyz;)u

0 0 o) :
°* V. .u:= 8—2 + 8—22 + 8—:2 — dywergencja pola wektorowego u,

o o 0 :
* Vp= (35,55 55) — gradient pola skalarnego p,

9’y ’u 9’u .
[ J — -
Au : th% + 9:1:% + 92:% IapIaSJan poIa u.
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Przeptywy niescisliwe

@ Przeptyw niescisliwy jest rozpatrywany jako zmienny w czasie t > 0 w
obszarze obliczeniowym (). Jest on opisywany nastepujacym uktadem
réwnan rézniczkowych:

a—u—l—(u-V)u—i—Vp = vAu w

ot
V-u = 0w,
w = @ na 90, (4)
wVu—Ip)n = § na 08y,
u = wug dla t=0.

@ Idee rozwiazania problemu za pomoca tzw. metody poprawek ci$nienia
(lub metody Chorina) mozna przedstawi¢ nastepujaco:

Przenosimy wyraz (u - V)u na prawa strone i bierzemy dywergencje obu

stron: S(u)
— + Vp = vAu—(u-V)u /| V- =
ot (5)
0 4+ V- (Vp) = V-Su) = Ap=V-S(u)
A
P



Przeptywy niescisliwe

@ Zauwazamy, ze gdyby znane byto u, to ci$nienie p mozna byloby znalezé
rozwiazujac (np. za pomoca MES) réwnanie Poissona:

~Ap=-V-Su) (6)

wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi.
@ Dyskretyzacja w czasie za pomoca réznic skonczonych:
Dzielimy przedziat czasowy (0,7") punktami 0 = to,t1,...,t, =T,
zwanymi weztami, na n réwnych odcinkéw o dtugosci At = T'/n.
[}

[ ] [ J [ ]
to t; tn

Zaktadamy przyblizenie réwnania rézniczkowego w czasie za pomoca réznic
skonczonych (progresywnych):

n+1 n n+1 n
%’:(tn ~ "”T;“ — "”Tt’“ LV =S, (7)
Pozwala to obliczaé ©u™t! za pomoca u™, catkujac problem w czasie:
u"th = 4" 4+ [S(u") — Vp"] At, (8)
gdzie p" jest rozwiazaniem réwnania Poissona —Ap™ = —V - S(u").
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CNS -

przeptywy scisliwe (naddzwiekowe)

@ Przeptywy Scisliwe opisuja nastepujace wielkosci:

p — gestos$¢ ptynu,
m = (m1, ma,m3)’ — ped na jednostke objetosci
e — energia catkowita na jednostke objetosci.

@ Z parametrami tymi wiaza sie dodatkowo:

u = m/p — predkos¢.

L = e — 1/2pu® — energia wewnetrzna na jednostke objetosci.

Wyrazi¢ mozna przez nia:

p = (v — 1)t — cidnienie, gdzie y = 1.4 (v =C,/Cy),

6 = 1/(Cyp) — temperature, gdzie C,,, C), — ciepta whasciwe przy
statej objetosci i statym ci$nieniu.

Tij = 2p€;5 + AOjjegr, — naprezenia lepkosci wyrazajace sie przez:

o ouy . L. )
® 6= %(gg% + 871:2) — macierz predkosci odksztatcen.
® g = —n% — strumien ciepta (prawo przewodnictwa Fouriera).

w(0), A(0) i k(6) — wspdtczynniki lepkosci i przewodnictwa
cieplnego



@ Przeptywy spetniaja zasady zachowania masy, pedu i energii wyrazajace sie
nastepujacymi réwnaniami:

0 0 g 0
g . +oyp | = y i=1,2,3. (9
ot m; +(9£C¢ m! J oz, Tij y J ) ( )
© 7(e+p) TijUj = Qi
——
U F,U) F;UVU)

@ Za pomoca zmiennych U i funkcji F;(U) oraz F;(U,VU) mozemy to
zapisa¢ krocej:
U, OF,(U) _ OF}(U.VU)
ot 8:51 o 8:51

@ Podobnie jak poprzednio stosujemy metode réznic skoriczonych do
aproksymacji w czasie:

. (10)

ou uUtt-—pun
ST A (11)



@ Otrzymane réwnanie réznicowe w czasie mnozymy obustronnie przez At,
funkcje testowa W i catkujemy po obszarze obliczeniowym :

urtt —ur  9F(U")  OFV (U™, vU™M) T
AL T om oz, /W /Q (12)

A, UMHU™ (K, UMHU™S™ .,
gdzie oznaczylismy OF;/0U = A; i F;} = K,;;(U)U .
/WT(U"+1— U™)dx + At/WTAZ-(U’”’)U’_’fl:dm = At WK ,;(UMU™ sda
Q Q Q

Catkujac przez czesci ostatni wyraz oraz pozostawiajac na lewej stronie tylko
wyrazy z U™ otrzymujemy sformutowanie MES: B(U™ ™, W) = L(W).

/ WTU”+1dx+At/ WK (U"U"de =
Q Q

U W)

/ wlUu™ds — At/ WTA,(U"U e — At [ WK ;(UU"n;dS
Q Q o0




Elektromagnetyzm

@ Do opisu pola elektromagnetycznego uzywamy nastepujacych wielkosci:
® FE — natezenie pola elektrycznego [V/m]

H - natezenie pola magnetycznego [A/m)]

J — gestoé¢ strumienia pradu [A/m?], jest zrédtem pola

€ — przenikalno$¢ elektryczna F'/m

u — przenikalno$¢ magnetyczna H/m

o — przewodnio$¢ whasciwa Q~!/m

w — czestos¢ kotowa rad/s

@ Definiujemy operator rotacji:

0As 0As 0A; 0As 04, 0A;
A= - - - : 1
v x (81‘2 8.%‘3 ’ 8953 61‘1 ’ 8331 6332) ( 3)
@ Rozpatrujemy prawa Faradaya i Ampere'a:
VX E = _M%7
(14)

V x H = e%—f+0E+J.



Elektromagnetyzm

@ Do opisu pdl zmiennych harmonicznie w czasie wygodnie jest stosowad
notacje liczb zespolonych:
E(z,t) = E(x) coswt = Re[E(x)el“],
H(zx,t) = H(x)coswt = Re[H (x)e/*!], gdzie j = /-1,
gdyz rézniczkowanie po t przechodzi w mnozenie przez jw:
d _ .
7 [a(x)e’!] = jw a(x)e?™". (16)
W praktyce stosuje sie ten zapis z pomijaniem czynnika e/
@ Roéwnania Faradaya i Ampere'a z harmoniczna zmiennos$cia w czasie
przyjmuja wiec postaé
V x E =—jwuH
VxH= jwueE4+0cE+J

(15)

(17)
@ Warunki brzegowe przyjmowane w elektromagnetyzmie maja postaé:
Et = Et na 691, Ht = IEIt na 892 (18)

gdzie (-); oznacza sktadowa styczna do brzegu 912, za$ E,I:I sa dane.



Elektromagnetyzm

@ Za pomoca jednego z réwnan, np. z réwnania Faradaya, mozemy
wyrugowa¢ zmienna H i wstawi¢ ja do pozostatego réwnania:

1 —1
H=-—VXxE = VX —VXE—jweE—FaE—I-J (19)
Jwp Jw
Po pomnozeniu przez —jw i uporzadkowamu otrzymujemy:
V x =V x E — (W€ — jwo)E = —jwJ (20)
I

@ Mnozymy to réwnanie obustronnie przez funkcje testowa F' oraz catkujemy
po obszarze obliczeniowym (2.
1
F.Vx-V xEd:c—/(w%—jwa)E-F dr = —jw/ J-Fdx (21)
Q K Q Q
@ W koricu catkujac pierwszy wyraz przez czesci otrzymujemy sformutowanie
wariacyjne:  Znalez¢ F takie ze E; = E; na 0f); oraz

1
;VxE~VxF—(w26—jwa)E-Fdx:
Q

B(EF) =LF) (%)

—jw/J-Fdx—i—jw/ nx H,-FdS, VFxn=0 na 9
Q 9Q,



