
Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice

Rozwia̧zywanie metoda̧ elementów skończonych

wybranych zagadnień fizyki i techniki



Idea MES – przypomnienie
Idea̧ metody elementów skończonych jest przybliżone rozwia̧zywanie równań
różniczkowych zapisanych za pomoca̧ sformu lowania wariacyjnego:

Znaleźć u ∈ V takie, że:

B(u, v) = L(v), ∀v ∈ V, (1)

w zbudowanej przez nas skończenie wymiarowej podprzestrzeni Vh oryginal-
nej przestrzeni funkcyjnej V :

Znaleźć uh ∈ Vh ⊂ V takie, że:
B(uh, vh) = L(vh), ∀vh ∈ Vh. (2)

(Dla uproszczenia zaniedbalísmy niezerowe warunki brzegowe typu Dirichleta.)

Jak widzielísmy, prowadzi to do uk ladu równań liniowych na wspó lczynniki
ui rozwiniȩcia rozwia̧zania uh =

∑
uiφi w funkcje bazowe φi przestrzeni Vh:

Ku = F → u, uh(x) =

N∑
i=1

uiφi(x). (3)

Wychodza̧c z tej idei rozpatrzymy podej́scie MES do innych zaganień
fizycznych, ograniczaja̧c sie tylko do podania odpowiednich sformu lowań
s labych B(u, v) = L(v).
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Wybrane zagadnienia

Omówimy nastȩpuja̧ce zaganienia fizyki, które bȩda̧ też tematem ćwiczenia
laboratoryjnego #3:

NS – przep lywy nieścísliwe p lynów (równania Naviera-Stokesa, ang.
Navier-Stokes equations).

CNS – przep lywy ścísliwe (równania Naviera-Stokesa dla przep lywów
ścísliwych, ang. Compressible Navier-Stokes equations).

EM – elektromagnetyzm (harmoniczne w czasie równania Maxwella, ang.
ElectroMagnetics).

LE – liniowa teoria sprȩżystości (ang. Linear Elasticity).

BEM – metoda elementów brzegowych do electromagnetyzmu (ang.
Boundary Element Method).

Ostatnia z wymienionych metod nie należy do klasy MES, jednak zawiera wiele

procedur tego podej́scia i jest używana w naukach inżynierskich do zagadnień

falowych akustyki i elektryczności.
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NS - przep lywy nieścísliwe

Przep lywy nieścísliwe sa̧ opisywane nastȩpuja̧cymi wielkościami:

• u = (u1, u2, u3) – prȩdkość p lynu,
• p – císnienie

ν – dynamiczny wspó lczynnik lepkości – charakteryzuje w lasności
p lynu.

Dla zwartego zapisu równań wprowadzamy nastȩpuja̧ce symbole
operatorów różniczkowych:

• (u ·∇)u := (u1
∂
∂x1

+ u2
∂
∂x2

+ u3
∂
∂x3

)u,

• ∇ · u := ∂u1
∂x1

+ ∂u2
∂x2

+ ∂u3
∂x3

– dywergencja pola wektorowego u,

• ∇p = ( ∂p
∂x1

, ∂p∂x2 ,
∂p
∂x3

) – gradient pola skalarnego p,

• ∆u := ∂2u
∂x21

+ ∂2u
∂x22

+ ∂2u
∂x23

– laplasjan pola u.
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Przep lywy nieścísliwe
Przep lyw nieścísliwy jest rozpatrywany jako zmienny w czasie t > 0 w
obszarze obliczeniowym Ω. Jest on opisywany nastȩpuja̧cym uk ladem
równań różniczkowych:

∂u

∂t
+ (u ·∇)u + ∇p = ν∆u w Ω,

∇ · u = 0 w Ω,
u = û na ∂Ω1,

(ν∇u− Ip)n = ĝ na ∂Ω2,
u = u0 dla t = 0.

(4)

Ideȩ rozwia̧zania problemu za pomoca̧ tzw. metody poprawek císnienia
(lub metody Chorina) można przedstawić nastȩpuja̧co:

Przenosimy wyraz (u ·∇)u na prawa̧ stronȩ i bierzemy dywergencjȩ obu
stron:

∂u

∂t
+ ∇p =

S(u)︷ ︸︸ ︷
ν∆u− (u ·∇)u / ∇· =⇒

0 + ∇ · (∇p)︸ ︷︷ ︸
∆p

= ∇ · S(u) ⇒ ∆p = ∇ · S(u)
(5)
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Przep lywy nieścísliwe
Zauważamy, że gdyby znane by lo u, to císnienie p można by loby znaleźć
rozwia̧zuja̧c (np. za pomoca̧ MES) równanie Poissona:

−∆p = −∇ · S(u) (6)

wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi.

Dyskretyzacja w czasie za pomoca̧ różnic skończonych:

Dzielimy przedzia l czasowy (0, T ) punktami 0 = t0, t1, . . . , tn = T ,
zwanymi wez lami, na n równych odcinków o d lugości ∆t = T/n.

•——-•——-•——-•——-•——-•——-•——-•——-•——-•
t0 ti tn

Zak ladamy przybliżenie równania różniczkowego w czasie za pomoca̧ różnic
skończonych (progresywnych):

∂u

∂t
(tn) ≈ un+1 − un

∆t
=⇒ un+1 − un

∆t
+ ∇ pn = S(un). (7)

Pozwala to obliczać un+1 za pomoca̧ un, ca lkuja̧c problem w czasie:

un+1 = un + [S(un)−∇pn] ∆t, (8)

gdzie pn jest rozwia̧zaniem równania Poissona −∆pn = −∇ · S(un).
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CNS – przep lywy ścísliwe (naddźwiȩkowe)
Przep lywy ścísliwe opisuja̧ nastȩpuja̧ce wielkości:
• ρ – gȩstość p lynu,
• m = (m1,m2,m3)

T – pȩd na jednostkȩ objȩtości
• e – energia ca lkowita na jednostkȩ objȩtości.

Z parametrami tymi wia̧ża̧ siȩ dodatkowo:
• u = m/ρ – prȩdkość.
• ι = e− 1/2ρu2 – energia wewnȩtrzna na jednostkȩ objȩtości.

Wyrazić można przez nia̧:
p = (γ − 1)ι – císnienie, gdzie γ = 1.4 (γ = Cp/Cv),
θ = ι/(Cvρ) – temperaturȩ, gdzie Cv, Cp – ciep la w laściwe przy

sta lej objȩtości i sta lym císnieniu.
• τij = 2µεij + λδijεkk – naprȩżenia lepkości wyrażaja̧ce sie przez:

• εi,j = 1
2( ∂ui∂xj

+
∂uj
∂xi

) – macierz prȩdkości odkszta lceń.

• qi = −κ ∂θ
∂xi

– strumień ciep la (prawo przewodnictwa Fouriera).
• µ(θ), λ(θ) i κ(θ) – wspó lczynniki lepkości i przewodnictwa

cieplnego
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CNS

Przep lywy spe lniaja̧ zasady zachowania masy, pȩdu i energii wyrażaja̧ce siȩ
nastȩpuja̧cymi równaniami:

∂

∂t


ρ

mj

e


︸ ︷︷ ︸

U

+
∂

∂xi


mi

mimj

ρ
+ δijp

mi

ρ
(e+ p)


︸ ︷︷ ︸

F i(U )

=
∂

∂xi


0

τij

τijuj − qi


︸ ︷︷ ︸
F v

i (U ,∇U )

, j = 1, 2, 3. (9)

Za pomoca̧ zmiennych U i funkcji F i(U) oraz F v
i (U ,∇U) możemy to

zapisać krócej:
∂U

∂t
+
∂F i(U)

∂xi
=
∂F v

i (U ,∇U)

∂xi
. (10)

Podobnie jak poprzednio stosujemy metodȩ różnic skończonych do
aproksymacji w czasie:

∂U

∂t
≈ Un+1 −Un

∆t
(11)
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CNS
Otrzymane równanie różnicowe w czasie mnożymy obustronnie przez ∆t,
funkcjȩ testowa̧ W i ca lkujemy po obszarze obliczeniowym Ω:

Un+1 −Un

∆t
+

∂F i(U
n)

∂xi︸ ︷︷ ︸
Ai(U

n
)Un

,i

=
∂F v

i (Un+1,∇Un+1)

∂xi︸ ︷︷ ︸
[Kij(Un

)Un+1

,j ],i

/
W T ,

∫
Ω

(12)

gdzie oznaczylísmy ∂F i/∂U = Ai i F v
i = Kij(U)U ,j .∫

Ω

W T (Un+1−Un)dx+ ∆t

∫
Ω

W TAi(U
n)Un

,idx = ∆t

∫
Ω

W T [Kij(U
n)Un+1

,j ],idx

Ca lkuja̧c przez czȩści ostatni wyraz oraz pozostawiaja̧c na lewej stronie tylko
wyrazy z Un+1 otrzymujemy sformu lowanie MES: B(Un+1,W ) = L(W ).∫

Ω

W TUn+1dx+ ∆t

∫
Ω

W T
,iKij(U

n)Un+1
,j dx︸ ︷︷ ︸

B(Un+1
,W )

=

∫
Ω

W TUndx−∆t

∫
Ω

W TAi(U
n)Un

,idx−∆t

∫
∂Ω

W T [Kij(U
n)Un

,j ]nidS︸ ︷︷ ︸
L(W )
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Elektromagnetyzm

Do opisu pola elektromagnetycznego używamy nastȩpuja̧cych wielkości:

• E – natȩżenie pola elektrycznego [V/m]
• H – natȩżenie pola magnetycznego [A/m]
• J – gȩstość strumienia pra̧du [A/m2], jest źród lem pola
• ε – przenikalność elektryczna F/m
• µ – przenikalność magnetyczna H/m
• σ – przewodniość w laściwa Ω−1/m
• ω – czȩstość ko lowa rad/s

Definiujemy operator rotacji:

∇×A :=

(
∂A3

∂x2
− ∂A2

∂x3
,
∂A1

∂x3
− ∂A3

∂x1
,
∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2

)
. (13)

Rozpatrujemy prawa Faradaya i Ampere’a:
∇×E = −µ∂H

∂t
,

∇×H = ε
∂E

∂t
+ σE + J .

(14)
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Elektromagnetyzm
Do opisu pól zmiennych harmonicznie w czasie wygodnie jest stosować
notacjȩ liczb zespolonych:

E(x, t) = E(x) cosωt = Re[E(x)ejωt],

H(x, t) = H(x) cosωt = Re[H(x)ejωt], gdzie j =
√
−1,

(15)

gdyż różniczkowanie po t przechodzi w mnożenie przez jω:
d

dt
[a(x)ejωt] = jω a(x)ejωt. (16)

W praktyce stosuje siȩ ten zapis z pomijaniem czynnika ejωt.

Równania Faradaya i Ampere’a z harmoniczna̧ zmiennościa̧ w czasie
przyjmuja̧ wiȩc postać{

∇×E = −jωµH
∇×H = jωεE + σE + J

(17)

Warunki brzegowe przyjmowane w elektromagnetyzmie maja̧ postać:

Et = Êt na ∂Ω1, Ht = Ĥt na ∂Ω2 (18)

gdzie (·)t oznacza sk ladowa̧ styczna̧ do brzegu ∂Ω, zaś Ê, Ĥ sa̧ dane.
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Elektromagnetyzm
Za pomoca̧ jednego z równań, np. z równania Faradaya, możemy
wyrugować zmienna̧ H i wstawić ja̧ do pozosta lego równania:

H = − 1

jωµ
∇×E =⇒ ∇× −1

jωµ
∇×E = jωεE + σE + J (19)

Po pomnożeniu przez −jω i uporza̧dkowaniu otrzymujemy:

∇× 1

µ
∇×E − (ω2ε− jωσ)E = −jωJ (20)

Mnożymy to równanie obustronnie przez funkcjȩ testowa̧ F oraz ca lkujemy
po obszarze obliczeniowym Ω.∫

Ω

F ·∇× 1

µ
∇×Edx−

∫
Ω

(ω2ε− jωσ)E ·F dx = −jω
∫

Ω

J ·F dx (21)

W końcu ca lkuja̧c pierwszy wyraz przez czȩści otrzymujemy sformu lowanie
wariacyjne: Znaleźć E takie że Et = Êt na ∂Ω1 oraz∫

Ω

1

µ
∇×E ·∇× F − (ω2ε− jωσ)E · F dx︸ ︷︷ ︸

B(E,F )

=

=L(F )︷ ︸︸ ︷
−jω

∫
Ω

J · F dx+ jω

∫
∂Ω2

n× Ĥt · F dS, ∀F × n = 0 na ∂Ω1

(∗)
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