Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice

Funkcje ksztattu w 2D: element czworokatny.
Element parametryczny




Czworokatny element wzorcowy Lagrange'a

@ Podobnie jak w 1D definiujemy elementowe funkcje ksztattu
dwustopniowo.

o W pierwszym kroku konstruujemy te funkcje na elemencie
wzorcowym, w drugim zas na faktycznych elementach siatki
skoriczenie elementowe;j.

@ W praktyce wykorzystuje sie elementy tréjkatne i czworokatne.
W dalszej czesci wyktadu przedstawiamy element czworokatny.
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Czworokatny element wzorcowy Lagrange'a

@ Wybieramy obszar czworokatnego elementu wzorcowego K jako kwadrat
jednostkowy K = [0, 1]2. Rozmieszczamy w nim réwnomiernie wezty
w p + 1 rzedach pionowych i poziomych:

€7 =(8,&), ij=1L....p+1, gdrie

=1 1

éi:z ,i:l,2,...,p+1,k:1727 ()
b

sa wspdtrzednymi rzedéw weztdw, por. rysunek.

@ Naszym celem jest skonstruowanie wielomiandéw o takiej wtasnosci, ze kazdy
z nich przyjmuje warto$¢ 1 tylko w jednym z weztédw a w pozostatych znika.
Funkcje takie tatwo zapiszemy za pomoca jednowymiarowych wielomianéw
Lagrange’a [;(€) stopnia p (oznaczanych wczeéniej przez 1);):

iij(ﬁl,éﬁ) = lAl(gl) Zj(£2)’ Zv.] = 17 2a -, DF 1. (2)

Sprawdzamy, ze faktycznie kazda z funkgji 1/32-]- przyjmuje wartos¢ 1 tylko
w jednym z weztdw identyfikowanym przez indeksy (i, ):
D€ =€) HE) = 8udu =1 o o s L hun 20 O
i 1817 452 RO 0 gdy i klubj#1.
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Czworokatny element wzorcowy
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Czworokatny element wzorcowy

@ Przyktad: p=1, & =0,62 = 1.
Jednowymiarowe wielomiany Lagrange'a stopnia p = 1:
b€ =1-¢ bE=¢
Funkcje ksztattu na czworokacie (tzw. biliniowe funkcje ksztattu):
dri=1-&)1-&) the=(1-&)%
a1 =&i(1 - &) ag = 616

@ Przyktad: p =4, {ff = {0, 1’57171}

Jednowymiarowe Wielomlany Lagrange'a:

(E-0(E-HE-DE-1)
E-0G-HE-HE-1’
Funkcja ksztattu 1, 4:

(&G —-0)(& - D& *%)(51*0_(52*@(52*%
E-0G-DE-DE-D  (G-0G-HE-HE-D

Zz(f) -

P2.4(E1, &) =
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Czworokatny element wzorcowy

@ Liczba zdefiniowanych tak wielomianéw wynosi (p + 1)? i jest wieksza niz
wymiar przestrzeni wielomianéw PP stopnia p na ptaszczyznie
(p+1)(p+2)/2. Ich przestrzeri oznaczamy symbolem QF. Zawiera ona
w sobie wielomiany PP.

@ W zastosowaniach wygodnie jest dokona¢ renumeracji wielomianéw @ij za
pomoca jednego wskaznika, na przyktad wedtug reguty:

(i) 2 k=0-Dp+1)+i, i,j=12,....p+1 (4)

@ Rysunek przedstawia funkcje ksztattu stopnia p = 1, tj. funkcje biliniowe
(ktére ponumerowano zgodnie z przeciwnym ruchem wskazéwek zegara):

Pi=1-&)1-&), ve=6(1-&),

) . (5)
Y3 = &1 &, g = (1 —&1)&o.

» I I
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Element parametryczny

@ Aby zdefiniowaé elementy siatki pokrywajacej zwykle krzywoliniowy obszar
obliczeniowy €2, kazdy z nich tworzymy jako obraz elementu wzorcowego
w pewnym odwzorowaniu T, por. rysunek.

@ Najbardziej popularna jego definicja jest koncept okreslany jako element
parametryczny. Odwzorowanie Tk jest zdefiniowane jako kombinacja
liniowa funkgcji ksztattu na elemencie wzorcowym z pewnymi
wspdtczynnikami wektorowymi z?,i = 1,...,n:

n

z(€) = Z x'1); (€), (6)

gdzie 7,/;1(5) sa odpowiednio ponumerowanymi funkcjami ksztattu
czworokata lub tréjkata wzorcowego, a n oznacza ich liczbe (réwna liczbie

weztéw elementu).
@ Wspdtczynniki ' maja prosta interpretacje: sa to wspétrzedne punktéw
bedacych obrazami weztéw £’ na elemencie wzorcowym:
n
(€)= w'i(E) =’ (7)
i=1
Przyjmujemy, ze sa to wezty elementu rzeczywistego K.



Element parametryczny

@ Odwzorowanie elementéw wzorcowych w rzeczywiste elementy siatki.
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@ Sprawdzimy, ze jedli sasiednie elementy siatki maja wspdlne wezty, to boki
elementéw zawierajacych te wezly pokrywaja sie i maja identyczny opis
parametryczny. Wezmy przyktadowo elementy K i L na nastepnym rysunku.

@ Niech ich odwzorowania Jr\paja postaé N
Tk : ®(§) =) i)y, To: x(€) =) i)z, (8)
i=1 i=1
gdzie N = (p+ 1)(p + 2)/2 jest liczba stopni swobody.

@ Niech wspdlne wezty maja wspétrzedne x%,i =1,...,p + 1. Odpowiadaja
one weztom elementu K na brzegu bedacym obrazem poziomej
przyprostokatnej K, (£1,&) = (¢,0), t € [0,1] i punktom
ti=({—-1)/pi=1p+1

@ Dla elementu L niech wezly = odpowiadaja przeciwprostokatne;j K,
(&1,&2) = (1 —t,t), t € [0,1] oraz punktom ¢; = (i — 1) /p,i = 1,p+ 1.

@ Funkcja ksztattu elementu K zwiazana z weztem x® (i punktem t;) jako
funkcja parametru ¢ jest wielomianem Lagrange'a ii(t): jest ona
wielomianem stopnia p (jako obciecie do odcinka dwuwymiarowego
wielomianu stopnia p), ktéry znika dla argumentéw ¢;,7 =1,...,p+1
poza punktem t;, w ktérym ma wartos$¢ 1.

@ Analogiczne stwierdzenie dotyczy funkcji ksztattu elementu L zwiazanej
z wezlem x’.
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@ Wobec tego zarédwno Tk jak i Ty, wyrazaja sie wzorem:
p+1
x(t) = Zli(t)wi, t €[0,1], gdzie x' to kolejne wezly na wspdlnym boku,
i=1

co oznacza, ze elementy ani na siebie nie zachodza, ani nie ma miedzy nimi
przerw, maja nie tylko wspdlne wezty, ale i caty bok.
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Alternatywnie: dla elementéw czworokatnych

@ Sprawdzimy, ze jedli sasiednie elementy siatki maja wspdlne wezty, to boki
elementéw zawierajacych te wezty pokrywaja sie i maja identyczny opis
parametryczny. WeZmy przyktadowo elementy K i L.

@ Niech ich odwzorowania maja postaé

N N
Tk : @)=Y i@y’ To: x(&) =) vi(&)z, (9)
i=1 i=1
gdzie N = (p + 1)? jest liczba stopni swobody.
@ Niech wspdlne wezly maja wspétrzedne x%,s=1,...,p+ 1.

@ Zatézmy, ze odpowiadaja one weztom elementu K na brzegu bedacym
obrazem dolnego poziomego boku K, (£1,&) = (¢,0), ¢t € [0,1] i punktom
ti=0—-1)/p, i=1,p+1.

@ Funkcja ksztattu elementu K na tym boku, zwiazana z wezlem x’

(i z punktem t;) jako funkcja parametru t jest wielomianem Lagrange'a:

li(&)e,—¢ - 11(0) = [;(t).




Alternatywnie: dla elementéw czworokatnych

@ Ciagtos¢ siatki.
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Alternatywnie: dla elementéw czworokatnych

@ Dla elementu L niech wspdlny bok odpowiada np. np. lewemu pionowemu

bokowi elementu wzorcowego K, (¢1,&2) = (0,t), t € [0, 1] oraz punktom
ti=@G—-1)/p, i=1p+1.

@ Analogiczne znajdujemy, ze funkcja ksztattu elementu L zwiazana z weztem
x' jest tez wielomianem Lagrange'a: [1(0) - [;(&2)e,=¢ = 1;(t).

@ Wobec tego odwzorowania zaréwno Tk jak i T, wyrazaja sie tym samym
wzorem:

p+1
Zl € [0,1], gdzie x' to kolejne wezly na wspdlnym boku,

co oznacza, ze elementy ani na siebie nie zachodza, ani nie ma miedzy nimi
przerw, maja nie tylko wspdlne wezty, ale i caty bok.
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Funkcje ksztattu na elemencie rzeczywistym

@ Definiujemy funkcje ksztattu na elemencie rzeczywistym K jako ztozenie
funkgcji ksztattu na elemencie wzorcowym oraz odwzorowania Tgl:

V() = lzfz(f(m))a (10)

gdzie &(x) jest transformacja Ty '. Element definiowany przez Tx:K—K
i wyposazony w funkcje ksztattu powyzszej postaci nazywamy elementem
parametrycznym.

@ Definiujemy globalna funkcje ksztattu ¢;(x) jako funkcje, ktéra przyjmuje
warto$¢ 1 w wezle x’ siatki, znika we wszystkich pozostatych, a jej ograni-
czenia do elementdw sa ich elementowymi funkcjami ksztattu:

¢i(@) |k = Ym (). (11)

@ Biorac pod uwage dwa sasiednie elementy K i L o wspdlnym boku oraz

globalna funkcje ksztattu zwiazana ze wspélnym weztem x* i elementowe

funkcje ksztattu ¥X w K oraz 1% w L na nia sie sktadajace, widzimy, ze
funkcje te maja identyczne wartosci wzdtuz catego wspdlnego boku:

VE(@(t) = vE@(t)) =1(t), tel0,1], (x(t)— str. poprzednia).
N—— ——

m

b (£,0)=15(t)  Pn(0,)=i(t)
@ Oznacza to, ze globalne funkcje ksztattu ¢;(x) sa ciagte.
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