Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice

Funkcje ksztattu w 2D: element trojkatny




Tréjkatny element wzorcowy Lagrange'a

@ Podobnie jak w 1D definiujemy elementowe funkcje ksztattu dwustopniowo.
W pierwszym kroku konstruujemy te funkcje na elemencie wzorcowym,
w drugim za$ na faktycznych elementach siatki skorficzenie elementowej.
W praktyce wykorzystuje sie elementy tréjkatne i czworokatne.

@ Jako wzorcowy element trdjkatny przyjmujemy tréjkat prostkokatny
o wierzchotkach (0,0), (1,0) i (0,1). Do okreslenia funkcji ksztattu na
tréjkacie uzyteczne jst wprowadzenie wspétrzednych polowych. Dla
dowolnego punktu D sa to trzy liczby (;,7 = 1,2, 3 zdefiniowane za pomoca
pdl S1, Sy i S3 tréjkatéw ABD, BCD i CAD:
Si
i:77.:17273u 1
Gi= i 1)
gdzie S =S + S3 + S3, por. rysunek.
@ Wspdtrzedne te nie sa niezalezne, gdyz:
G+CG+¢G=(S1+52+S5;3)/5=1. (2)

@ Dla tréjkata wzorcowego wspédtrzedne polowe wiaza sie ze wspétrzednymi
kartezjanskimi &1, &> nastepujaco:

G2=¢&, @G=§&, Gq=1-&—¢&. (3)



Tréjkatny element wzorcowy

@ Wspdtrzedne polowe (1, (2, (3.
;;2 Iy
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@ Definiujemy zbiér réwnomiernie roztozonych weztéw na tréjkacie:
i —1 -1
g-—1 g-1-1 S =Lt 2S4S (4)
gdzie p > 1Jest liczba weztéw na kazdym z bokdéw tréjkata. Odpowiadaja

im wspé’rrzed ne polowe:

;1 —1 . S
(= <3 Cl——, 1<i,j,k<p+1, i+j+k=p+3.
p p p
Zauwazmy, ze parametry i, j, k odpowiadaja numerom rzedéw weztéw
obliczanych wzdtuz osi (1, (> i (3, por. rysunek.

@ Chcielibysmy zapisa¢ wielomian zmiennych (y, {2, (3, ktéry w wybranym
wezle 1, 7, k przyjmuje wartos¢ 1 a w pozostatych znika. W tym celu
oznaczmy potozenia rzedéw weztéw wzdtuz osi (,:

-1
=" m=1,...,p+1, n=1,23. (5)
p

@ Wyrazenie postaci:
G- (G- (e-G) (=) (G- (G-

znika w weztach lezacych w rzedach poprzedzajacych rzedy i, j, k, tj. we
wszystkich weztach précz wyréznionego wskaznikami 4, j, k, por. rysunek.
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Siatka weztéw

¢,

k=3 -
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Element trdjkatny Lagrange’a

@ Wyrazenie to jest wielomianem stopnia¢ —1+j—1+k—1=p ze
wzgledu na zmienne &7 i &3, od ktérych kazdy z takiej wiasnie liczby
czynnikéw zalezy liniowo.

@ Aby wielomian ten przyjmowat warto$¢ 1 w wezle 4, j, k wystarczy to
wyrazenie podzieli¢ przez jego wartos¢ w tymze wezle o wspdtrzednych
SN E

Xijk =
(G- (G- (=) (-8 ) (G- (GG
=)= (@ -G -G (- (-G

@ Otrzymane wielomiany sa liniowo niezalezne (aby stworzy¢ ich kombinacje

liniowa réwna zeru, jej wspdtczynniki musza znikaé bo kazdy odpowiada za
warto$¢ w jednym wezle). Ich liczba wynosi:

1+2+...+@+1):W, (6)

co pokrywa sie z wymiarem przestrzeni wielomianéw stopnia p na
ptaszczyznie. Wielomiany x;;i tworza wiec baze tej przestrzeni.
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Przyktady: p =1

@ Element liniowy p = 1. Liczba weztéw wynosi:
(I+1)(1+42)

=3. 7
: (7)
Potozenia rzedéw weztéw:
, i — 1
Go="7mr =12 . (L=0.G=1. (8)
Kolejne funkcje ksztattu dlai+j4+k <p+3 =1+ 3 = 4 przyjmuja postac
X112 = Sl = (3 =&,
i
X121 = T =G =&, (9)
G- g%
X211 = Cl 2L =G =1-&—

-

JN !
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Element tréjkatny p = 1

Y
3, £,

L N



Element tréjkatny drugiego stopnia (p = 2)

@ Przyktad p = 2. Liczba weztéw:

X113 =

X221 =

2+1)(2+4+2)

5 = 6. (10)
Potozenia rzedéw weztéw:
G="50 =123 wn (=0, Q=1 =1 (D
Kolejne funkcje ksztattu dlat+j+k < p+3 =2+ 3 = 5 przyjmuja postac
(G —0)(G—3) (G =0)(¢ - 3) (G -0)(G - 5)
-oa-5) T a-ga-5 T a-oa-5
(G1—0)(¢2 —0) (G —0)(¢s —0) _ (& —=0)(¢s—0)
G060 T 000" YT 4000

Trzy pierwsze z wymienionych funkgcji sa zwiazane z weztami naroznymi
tréjkata, trzy ostatnie ze srodkami bokdw.

Element nie ma wezta wewnetrznego.
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Element tréjkatny p = 2

Y
3} £,

L N
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Element tréjkatny stopnia p =

@ Przyktad p =5 (patrz rys. z weztami tréjkata). Liczba weztéw:

G+H6G+2) (12)
2
Potozenia rzedéw weztéw:
L o fpl23d
Cn* 5 ) 2*132,"'36 tzn. {Cn}{ 5 5 57571} (13)
Przedstawmy wybrane funkcje ksztattu dlat+j+k<p+3=5+3=8.
Funkcja zwiazana z rogiem & = (1,0) lub ¢ = (0,1,0):
_ _1 _2 _3 _ 4
o1 = (G = 0)(¢&—35)(& 5 SICRENE 45) (14)
-0 1-H(1-3a-2)(1-3
Funkcja zwiazana weztem wewnetrznym dolnego boku, & = (%,0) lub
¢=(22,0)
(G =06 =G =B —-0)(¢ - 3)
X431 = 73 3 _ 1y (3 _ 2\ (2 2 _ 1 (15)
E-0GE-5GE-5E-0((E-3)
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Element tréjkatny stopnia p =

@ Wezty wewnetrzne:

funkcja zwiazana z weztem wewnetrznym elementu & = (=, %) lub

¢=(252)

(G =0)(¢ = $)(C2—0)(¢s—0)(¢s — #)
RS E o Gog-0e-
funkcja zwiazana z weztem wewnetrznym elementu € = (£, 1) lub
¢= (30
(G =0)(G2—0)(¢2 = £)(C2 — £)(¢3 —0)
e g @-0G-hi-vi-o P

@ Przedstawione funkcje ksztattu programuje sie w postaci pozwalajacej na
najbardziej efektywne obliczenia.

@ Dodatkowo do obliczen elementowych konieczna jest znajomos¢ pierwszych
pochodnych przedstawionych wielomiandw.
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Element tréjkatny p = 1

Y
3 4 £,




