
Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice

Funkcje kszta ltu w 2D: element trójka̧tny



Trójka̧tny element wzorcowy Lagrange’a
Podobnie jak w 1D definiujemy elementowe funkcje kszta ltu dwustopniowo.
W pierwszym kroku konstruujemy te funkcje na elemencie wzorcowym,
w drugim zaś na faktycznych elementach siatki skończenie elementowej.
W praktyce wykorzystuje siȩ elementy trójka̧tne i czworoka̧tne.

Jako wzorcowy element trójka̧tny przyjmujemy trójka̧t prostkoka̧tny
o wierzcho lkach (0, 0), (1, 0) i (0, 1). Do określenia funkcji kszta ltu na
trójka̧cie użyteczne jst wprowadzenie wspó lrzȩdnych polowych. Dla
dowolnego punktu D sa̧ to trzy liczby ζi, i = 1, 2, 3 zdefiniowane za pomoca̧
pól S1, S2 i S3 trójka̧tów ABD,BCD i CAD:

ζi =
Si

S
, i = 1, 2, 3, (1)

gdzie S = S1 + S2 + S3, por. rysunek.

Wspó lrzȩdne te nie sa̧ niezależne, gdyż :
ζ1 + ζ2 + ζ3 = (S1 + S2 + S3)/S = 1. (2)

Dla trójka̧ta wzorcowego wspó lrzȩdne polowe wia̧ża̧ siȩ ze wspó lrzȩdnymi
kartezjańskimi ξ1, ξ2 nastȩpuja̧co:

ζ2 = ξ1, ζ3 = ξ2, ζ1 = 1− ξ1 − ξ2. (3)
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Trójka̧tny element wzorcowy

Wspó lrzȩdne polowe ζ1, ζ2, ζ3.
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Definiujemy zbiór równomiernie roz lożonych wȩz lów na trójka̧cie:

ξi1 =
i− 1

p
, ξj2 =

j − 1

p
, i, j = 1, . . . , p+ 1, 2 ≤ i+ j ≤ p+ 2, (4)

gdzie p ≥ 1 jest liczba̧ wȩz lów na każdym z boków trójka̧ta. Odpowiadaja̧
im wspó lrzȩdne polowe:

ζi2 =
i− 1

p
, ζj3 =

j − 1

p
, ζk1 =

k − 1

p
, 1 ≤ i, j, k ≤ p+ 1, i+ j + k = p+ 3.

Zauważmy, że parametry i, j, k odpowiadaja̧ numerom rzȩdów wȩz lów
obliczanych wzd luż osi ζ1, ζ2 i ζ3, por. rysunek.

Chcielibyśmy zapisać wielomian zmiennych ζ1, ζ2, ζ3, który w wybranym
wȩźle i, j, k przyjmuje wartość 1 a w pozosta lych znika. W tym celu
oznaczmy po lożenia rzȩdów wȩz lów wzd luż osi ζn:

ζmn =
m− 1

p
, m = 1, . . . , p+ 1, n = 1, 2, 3. (5)

Wyrażenie postaci:

(ζ1 − ζ11 ) . . . (ζ1 − ζi−1
1 ) · (ζ2 − ζ12 ) . . . (ζ2 − ζ

j−1
2 ) · (ζ3 − ζ13 ) . . . (ζ3 − ζk−1

3 )

znika w wȩz lach leża̧cych w rzȩdach poprzedzaja̧cych rzȩdy i, j, k, tj. we
wszystkich wȩz lach prócz wyróżnionego wskaźnikami i, j, k, por. rysunek.
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Siatka wȩz lów

5 / 13



Element trójka̧tny Lagrange’a
Wyrażenie to jest wielomianem stopnia i− 1 + j − 1 + k − 1 = p ze
wzglȩdu na zmienne ξ1 i ξ2, od których każdy z takiej w laśnie liczby
czynników zależy liniowo.

Aby wielomian ten przyjmowa l wartość 1 w wȩźle i, j, k wystarczy to
wyrażenie podzielić przez jego wartość w tymże wȩźle o wspó lrzȩdnych
ζi1, ζ

j
2 , ζ

k
3 :

χijk =

(ζ1 − ζ11 ) . . . (ζ1 − ζi−1
1 ) · (ζ2 − ζ12 ) . . . (ζ2 − ζ

j−1
2 ) · (ζ3 − ζ13 ) . . . (ζ3 − ζk−1

3 )

(ζi1 − ζ11 ) . . . (ζi1 − ζ
i−1
1 ) · (ζj2 − ζ12 ) . . . (ζ

j
2 − ζ

j−1
2 ) · (ζk3 − ζ13 ) . . . (ζk3 − ζ

k−1
3 )

.

Otrzymane wielomiany sa̧ liniowo niezależne (aby stworzyć ich kombinacjȩ
liniowa̧ równa̧ zeru, jej wspó lczynniki musza̧ znikać, bo każdy odpowiada za
wartość w jednym wȩźle). Ich liczba wynosi:

1 + 2 + . . .+ (p+ 1) =
(p+ 1)(p+ 2)

2
, (6)

co pokrywa siȩ z wymiarem przestrzeni wielomianów stopnia p na
p laszczyźnie. Wielomiany χijk tworza̧ wiȩc bazȩ tej przestrzeni.
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Przyk lady: p = 1
Element liniowy p = 1. Liczba wȩz lów wynosi:

(1 + 1)(1 + 2)

2
= 3. (7)

Po lożenia rzȩdów wȩz lów:

ζin =
i− 1

1
, i = 1, 2, tzn. ζ1n = 0, ζ2n = 1. (8)

Kolejne funkcje kszta ltu dla i+ j + k ≤ p+3 = 1+ 3 = 4 przyjmuja̧ postać

χ112 =
ζ3 − ζ13
ζ23 − ζ13

= ζ3 = ξ2,

χ121 =
ζ2 − ζ12
ζ22 − ζ12

= ζ2 = ξ1,

χ211 =
ζ1 − ζ11
ζ21 − ζ11

= ζ1 = 1− ξ1 − ξ2.

(9)
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Element trójka̧tny p = 1

8 / 13



Element trójka̧tny drugiego stopnia (p = 2)

Przyk lad p = 2. Liczba wȩz lów:

(2 + 1)(2 + 2)

2
= 6. (10)

Po lożenia rzȩdów wȩz lów:

ζin =
i− 1

2
, i = 1, 2, 3 tzn. ζ1n = 0, ζ2n =

1

2
, ζ3n = 1. (11)

Kolejne funkcje kszta ltu dla i+ j+ k ≤ p+3 = 2+3 = 5 przyjmuja̧ postać

χ113 =
(ζ3 − 0)(ζ3 − 1

2 )

(1− 0)(1− 1
2 )

, χ131 =
(ζ2 − 0)(ζ2 − 1

2 )

(1− 0)(1− 1
2 )

, χ311 =
(ζ1 − 0)(ζ1 − 1

2 )

(1− 0)(1− 1
2 )

,

χ221 =
(ζ1 − 0)(ζ2 − 0)

( 12 − 0)( 12 − 0)
, χ212 =

(ζ1 − 0)(ζ3 − 0)

( 12 − 0)( 12 − 0)
, χ122 =

(ζ2 − 0)(ζ3 − 0)

( 12 − 0)( 12 − 0)
.

Trzy pierwsze z wymienionych funkcji sa̧ zwia̧zane z wȩz lami narożnymi
trójka̧ta, trzy ostatnie ze środkami boków.

Element nie ma wȩz la wewnȩtrznego.
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Element trójka̧tny p = 2
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Element trójka̧tny stopnia p = 5

Przyk lad p = 5 (patrz rys. z wȩz lami trójka̧ta). Liczba wȩz lów:

(5 + 1)(5 + 2)

2
= 21. (12)

Po lożenia rzȩdów wȩz lów:

ζin =
i− 1

5
, i = 1, 2, . . . , 6 tzn. {ζin} =

{
0,

1

5
,
2

5
,
3

5
,
4

5
, 1

}
. (13)

Przedstawmy wybrane funkcje kszta ltu dla i+ j + k ≤ p+ 3 = 5 + 3 = 8.

Funkcja zwia̧zana z rogiem ξ = (1, 0) lub ζ = (0, 1, 0):

χ1,6,1 =
(ζ2 − 0)(ζ2 − 1

5 )(ζ2 −
2
5 )(ζ2 −

3
5 )(ζ2 −

4
5 )

(1− 0) (1− 1
5 ) (1−

2
5 ) (1−

3
5 ) (1−

4
5 )

(14)

Funkcja zwia̧zana wȩz lem wewnȩtrznym dolnego boku, ξ = ( 25 , 0) lub
ζ = ( 35 ,

2
5 , 0)

χ4,3,1 =
(ζ1 − 0)(ζ1 − 1

5 )(ζ1 −
2
5 )(ζ2 − 0)(ζ2 − 1

5 )

( 35 − 0) ( 35 −
1
5 ) (

3
5 −

2
5 ) (

2
5 − 0) ( 25 −

1
5 )

(15)
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Element trójka̧tny stopnia p = 5

Wȩz ly wewnȩtrzne:

funkcja zwia̧zana z wȩz lem wewnȩtrznym elementu ξ = ( 15 ,
2
5 ) lub

ζ = ( 25 ,
1
5 ,

2
5 ):

χ3,2,3 =
(ζ1 − 0)(ζ1 − 1

5 )(ζ2 − 0)(ζ3 − 0)(ζ3 − 1
5 )

( 25 − 0) ( 25 −
1
5 ) (

1
5 − 0)( 25 − 0) ( 25 −

1
5 )
, (16)

funkcja zwia̧zana z wȩz lem wewnȩtrznym elementu ξ = ( 35 ,
1
5 ) lub

ζ = ( 15 ,
3
5 ,

1
5 ):

χ2,4,2 =
(ζ1 − 0)(ζ2 − 0)(ζ2 − 1

5 )(ζ2 −
2
5 )(ζ3 − 0)

( 15 − 0) ( 35 − 0) ( 35 −
1
5 )(

3
5 −

2
5 ) (

1
5 − 0)

. (17)

Przedstawione funkcje kszta ltu programuje siȩ w postaci pozwalaja̧cej na
najbardziej efektywne obliczenia.

Dodatkowo do obliczeń elementowych konieczna jest znajomość pierwszych
pochodnych przedstawionych wielomianów.
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Element trójka̧tny p = 1
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