
Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice

Zbieżność metody elementów skończonych



Uwagi wstȩpne

Wyk lad przedstawia niektóre aspekty matematyczne metody
elementów skończonych, w szczególności dowód jej zbieżności.

Z jego treści obowia̧zuja̧ce sa̧ definicje wystȩpuja̧cych pojȩć oraz
twierdzenia, a zw laszcza ostateczny wynik: postać oszacowania
b lȩdu MES.

Znajomość dowodów twierdzeń nie jest obowia̧zkowa.
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Pojȩcia wstȩpne

Def. Forma B : V × V → IR jest iloczynem skalarnym, jeśli jest
1. Dwuliniowa.
2. Symetryczna: B(u, v) = B(v, u) ∀u, v ∈ V .
3. Dodatnio określona: B(u, u) ≥ 0 ∀u ∈ V, B(u, u) = 0 ⇐⇒ u = 0.

Tw. Nierówność Cauchy’ego-Schwarza. Każdy iloczyn skalarny spe lnia
nastȩpuja̧ca̧ nierówność :

|B(u, v)| ≤ B(u, u)1/2B(v, v)1/2 ∀u, v ∈ V. (1)

Dowód.
Rozważmy wyrażenie B(u− λv, u− λv) ≥ 0, u, v ∈ V, λ ∈ IR. Ze wzglȩdu
na dwuliniowość i symetriȩ B:

0 ≤ B(u− λv, u− λv) = B(u, u)− 2λB(u, v) + λ2B(v, v) (2)

Aby powyższy wielomian wzglȩdem λ byl nieujemny, jego wyróżnik musi być
niedodatni:

∆ = 4B(u, v)2 − 4B(u, u)B(v, v) ≤ 0 ⇒ |B(u, v)| ≤ B(u, u)1/2B(v, v)1/2.
(3)
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Def. Odwzorowanie ‖ · ‖ → IR+ jest norma̧ w przestrzeni V jeśli:
1. ‖u‖ ≥ 0 ∀u ∈ V ‖u‖ = 0 ⇐⇒ u = 0.
2. ‖λu‖ = |λ|‖u‖ ∀u ∈ V.
3. ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ ∀u, v ∈ V (nierówność trójka̧ta).

Każdy iloczyn skalarny definiuje normȩ w danej przestrzeni wektorowej V :

‖u‖V = B(u, u)1/2. (4)

Sprawdzamy warunki 1-3:

Ad. 1. Oczywiste.

Ad. 2. ‖λu‖ = B(λu, λu)1/2 = (λ2)1/2B(u, u)1/2 = |λ|‖u‖.
Ad. 3.

‖u+ v‖2 = B(u+ v, u+ v) = B(u, u) + 2B(u, v) +B(v, v) ≤

B(u, u)+2B(u, u)1/2B(v, v)1/2+B(v, v) = [B(u, u)1/2+B(v, v)1/2]2 =

(‖u‖+ ‖v‖)2.

(Wykorzystalísmy dwuliniowość , symetriȩ B i nierowność Cauchy’ego-
Schwarza).
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Chcielibyśmy zdefiniować przestrzeń funkcji, dla których forma dwuliniowa
sformu lowania wariacyjnego

B(u, v) =

∫ l

0

(au′v′ + bu′v + cuv)dx (5)

przyjmuje skończona̧ wartość , w szczegolności przy u = v, aby jej sk ladniki
byly ograniczone:∫ l

0

au′2dx <∞,

∣∣∣∣∣
∫ l

0

bu′u dx

∣∣∣∣∣ <∞,
∣∣∣∣∣
∫ l

0

cu2 dx

∣∣∣∣∣ <∞. (6)

Ponieważ 0 < a0 ≤ a(x) ≤ a1, to∫ l

0

au′2 dx ≥ a0

∫ l

0

u′2 dx, (7)

i wobec tego ograniczoność pierwszego ze sk ladników formy wymaga, aby:∫ l

0

u′2 dx <∞. (8)

5 / 13



Wymaganie to powoduje ograniczoność pozosta lych sk ladników formy
dwuliniowej B:

u(x) = u(0)+

∫ x

0

u′ ·1 dx ≤ |u(0)|+
(∫ x

0

u′2dx

)1/2(∫ x

0

12dx

)1/2

<∞, (9)

(gdzie zastosowalísmy nierówność Cauchy’ego-Schwarza ), co dowodzi, że:∫ l

0

u2dx <∞ (10)

oraz w konsekwencji:∣∣∣∣∣
∫ l

0

au′v′ dx

∣∣∣∣∣ ≤ a1

∫ l

0

|u′v′|dx ≤ a1

(∫ l

0

u′2dx

)1/2(∫ l

0

v′2dx

)1/2

<∞,∣∣∣∣∣
∫ l

0

bu′v dx

∣∣∣∣∣ ≤ b1
∫ l

0

|u′v|dx ≤ b1

(∫ l

0

u′2dx

)1/2(∫ l

0

v2dx

)1/2

<∞,∣∣∣∣∣
∫ l

0

c uv dx

∣∣∣∣∣ ≤ c1
∫ l

0

|uv|dx ≤ c1

(∫ l

0

u2dx

)1/2(∫ l

0

v2dx

)1/2

<∞.

(11)
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Def. Zbiór funkcji o ca lkowalnej w kwadracie pochodnej nazywamy
przestrzenia̧ Sobolewa H1(Ω) (gdzie Ω = (0, l)):

H1(Ω)={u : ∈ L2(Ω),

∫
Ω

u′2dx <∞} z norma ‖u‖1,Ω :=

(∫
Ω

(u2 + u′2)dx

)1/2

.

(12)

Obecnie zdefiniujemy przydatne w lasności formy liniowej i dwuliniowej
sformu lowania wariacyjnego:

Def. Forma dwuliniowa B : V ×V → IR jest cia̧g la
def⇐⇒ ∃M > 0, takie że:

|B(u, v)| ≤M‖u‖V ‖v‖V , ∀u, v ∈ V. (13)

Def. Forma dwuliniowa B : V × V → IR jest V -koercywna
def⇐⇒ ∃α > 0,

takie że:
|B(u, u)| ≥ α‖u‖2V , ∀u ∈ V. (14)

Def. Funkcjona l liniowy L : V → IR jest ciagly
def⇐⇒ ∃C > 0, takie ze:

|L(u)| ≤ C‖u‖V , ∀u ∈ V. (15)

Wkrótce sprawdzimy, że faktycznie formy wystȩpuja̧ce w podej́sciu
wariacyjnym posiadaja̧ powyższe cechy.
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Lemat Cea
Tw. Zak ladamy, że B : V × V → IR jest forma̧ dwuliniowa̧ cia̧g la̧
i V -koercywna, L : V → IR funkcjona lem cia̧g lym. Niech u bȩdzie
rozwia̧zaniem zadania wariacyjnego:

u ∈ u0 + V : B(u, v) = L(v), ∀v ∈ V. (16)

Niech uh bȩdzie rozwia̧zaniem przybliżonym w Vh ⊂ V :

uh ∈ u0 + Vh : B(uh, vh) = L(vh), ∀vh ∈ Vh. (17)

Wówczas zachodzi oszacowanie:

‖u− uh‖V ≤
M

α
min

wh∈u0+Vh

‖u− wh‖V ∀wh ∈ u0 + Vh. (18)

Dowód. W pierwszym kroku otrzymamy tzw. warunek ortogonalności b lȩdu
do funkcji testowych. Zapisujemy ścis le i przybliżone sformu lowanie
wariacyjne dla wspólnej funkcji testowej vh ∈ Vh ⊂ V i odejmujemy je od
siebie stronami:

B(u, vh) = L(vh)
− B(uh, vh) = L(vh)

B(u− uh, vh) = 0.

(19)
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Otrzymany wynik B(u− uh, vh) = 0 nosi w laśnie nazwȩ
warunku ortogonalności b lȩdu u− uh do funkcji testowych vh. Korzystaja̧c
z koercywnosci, warunku ortogonalności oraz cia̧g lości formy B możemy
zapisać cia̧g nierówności:

α‖u− uh‖2V ≤ B(u− uh, u− uh) +B(u− uh, uh − wh)︸ ︷︷ ︸
=0

=

B(u− uh, u− wh) ≤M‖u− uh‖V ‖u− wh‖V ,
(20)

gdzie wh ∈ u0 + Vh, dziȩki czemu uh − wh ∈ Vh i spe lniony jest warunek
ortogonalnosci B(u− uh, uh − wh) = 0. Dziela̧c otrzymana̧ nierówność
przez ‖u− uh‖V otrzymujemy:

‖u− uh‖V ≤
M

α
‖u− wh‖V , ∀wh ∈ u0 + Vh. (21)

Ponieważ wh nie wystȩpuje po lewej stronie, możemy dodatkowo wzia̧ć
minimum prawej strony wzglȩdem wh.
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Dla interpolacji wielomianami Lagrange’a li: uI(x) =
∑p+1

i=1 u(xi)li(x),
b la̧d w normie H1 można oszacować nastȩpuja̧co:

‖u− uI‖1,K ≤ Ch
p‖u(p+1)‖0,K gdzie ‖u(p+1)‖20,K =

∫
K

(u(p+1))2 dx.

(22)

Wybierzmy po prawej stronie tezy lematu Cea jako szczególna̧ funkcjȩ wh

w każdym elemencie K: wh = u0 + (u− u0)I . gdzie u0 to funkcje liniowe
w końcowych elementach spe lniaja̧ce warunki brzegowe Dirichleta, zaś
(u− u0)I oznacza interpolant u− u0. Wówczas lemat Cea implikuje, że:

‖u− uh‖21,Ω ≤
(
M

α

)2

‖u− uI‖21,Ω =(
M

α

)2∑
K

‖u− uI‖21,K ≤
(
M

α

)2

C2
∑
K

h2p
K ‖u

(p+1)‖20,K ≤(
M

α

)2

C2 h2p
∑
K

‖u(p+1)‖20,K ≤
(
M

α

)2

C2 h2p ‖u(p+1)‖20,Ω,

(23)

Pierwiastkuja̧c otrzymana̧ nierówność otrzymujemy ostatecznie oszacowanie
b lȩdu metody elementów skończonych:

‖u− uh‖1,Ω ≤
M

α
C hp ‖u(p+1)‖0,Ω. (24)
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Wnioski
Za lóżmy, że skupiamy uwagȩ na wybranym problemie z oszacowaniem:

‖u− uh‖1,Ω ≤ hp
M

α
C‖u(p+1)‖0,Ω︸ ︷︷ ︸

K

= K · hp, (25)

gdzie K jest sta la̧ zależna̧ od wybranego zadania.

Za lóżmy, że siatka sk lada siȩ z N = l/h identycznych elementów stopnia p.
Wówczas liczba stopni swobody ndof wynosi:

ndof = N · p =
l

h
· p ska̧d: h =

l

ndof
· p. (26)

Oszacowanie b lȩdu przyjmuje postać :

‖u− uh‖1,Ω ≈ K · h
p = K ·

(
l · p.
ndof

)p

/ log10

log10 ‖u− uh‖1,Ω︸ ︷︷ ︸
y

≈ log10K + log10(lp)p︸ ︷︷ ︸
b

−p log10 ndof︸ ︷︷ ︸
x

(27)

Widzimy, że zależność b lȩdu od liczby stopni swobody w skali
logarytmicznej jest liniowa ze wspó lczynnikiem nachylenia −p:

y ≈ b− p · x (28)
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Cia̧g lość formy B
Na koniec zweryfikujemy cia̧g lość formy B:

|B(u, v)| =
∣∣∣∣∫

Ω

(au′v′ + bu′v + cuv)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

(|au′v′|+ |bu′v|+ |cuv|)dx ≤

a1

∫
Ω

|u′v′|dx+ b1

∫
Ω

|u′v|dx+ c1

∫
Ω

|uv|dx ≤

a1

(∫
Ω

u′2dx

)1/2(∫
Ω

v′2dx

)1/2

+ b1

(∫
Ω

u′2dx

)1/2(∫
Ω

v2dx

)1/2

+

c1

(∫
Ω

u2dx

)1/2(∫
Ω

v2dx

)1/2

≤
M︷ ︸︸ ︷

(a1 + b1 + c1) ‖u‖1,Ω ‖v‖1,Ω.

(29)
W powyższych oszacowaniach wykorzystalísmy nierówność Cauchy’ego-
Schwarza i ograniczenia od góry funkcji a, |b| i |c| przez a1, b1 i c1.

Cia̧g lość funkcjonalu liniowego:

|L(v)| =
∣∣∣∣∫

Ω

fv dx

∣∣∣∣ ≤ (∫
Ω

f2

)1/2(∫
Ω

v2

)1/2

≤ ‖f‖0,Ω ‖v‖1,Ω. (30)
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Koercywność formy B

Ograniczymy sie do przypadku, gdy forma dwuliniowa ma postać :

B(v, v) =

∫
Ω

(av′2 + cv2)dx (31)

z dodatkowym warunkiem, że 0 < c0 ≤ c(x), dla pewnego c0.

Mamy wówczas nastȩpuja̧ce oszacowanie:

B(v, v) ≥ a0

∫
Ω

v′2dx+ c0

∫
Ω

v2dx ≥ min(a0, c0) ‖v‖1,Ω, (32)

co dowodzi koercywności formy B w ca lej przestrzeni H1(Ω) ze sta la̧
α = min(a0, c0) > 0.

Uwagi dodatkowe:

• Możliwe jest oszacowanie cia̧g lości i koercywnosci dla szerszej
klasy problemów, niż rozpatrywane powyżej.

• Otrzymane oszacowanie b lȩdu MES obowia̧zuje, o ile funkcja
up+1 (tj. p+1-sza pochodna u) jest ca lkowalna w kwadracie.
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