Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice

Zbieznos¢ metody elementow skonczonych




Uwagi wstepne

o Wyktad przedstawia niektdre aspekty matematyczne metody
elementéw skoriczonych, w szczegdlnosci dowdd jej zbieznosci.

@ Z jego tresci obowiazujace sa definicje wystepujacych pojeé oraz
twierdzenia, a zwtaszcza ostateczny wynik: postaé oszacowania
btedu MES.

@ Znajomo$¢ dowoddw twierdzen nie jest obowiazkowa.
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Pojecia wstepne

@ Def. Forma B : V x V — R jest iloczynem skalarnym, jesli jest
1. Dwuliniowa.
2. Symetryczna: B(u,v) = B(v,u) Yu,v € V.
3. Dodatnio okreslona: B(u,u) >0 Yu €V, B(u,u) =0 <= u=0.
@ Tw. Nieréwnos¢ Cauchy'ego-Schwarza. Kazdy iloczyn skalarny spetnia
nastepujaca nieréwnos¢ :

|B(u,v)| < B(u,u)"?B(v,v)'? Yu,v € V. (1)

Dowdd.
Rozwazmy wyrazenie B(u — Av,u — Av) > 0, u,v € V, A € R. Ze wzgledu
na dwuliniowo$¢ i symetrie B:
0 < B(u — \v,u — ) = B(u,u) — 2AB(u,v) + A2 B(v,v) (2)
Aby powyzszy wielomian wzgledem A byl nieujemny, jego wyréznik musi by¢
niedodatni:
A = 4B(u,v)? — 4B(u,u)B(v,v) <0 = |B(u,v)| < B(u,u)?B(v,v)'/?.
(3)
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@ Def. Odwzorowanie || - || — R jest norma w przestrzeni V' jesli:
L jju| >0Vu eV |ul|=0 < u=0.
2. |[Aull = [Alfjull Vu € V.
3. lu+ vl < lul| + ||v]] Vu,v € V' (nieréwnosé tréjkata).

@ Kazdy iloczyn skalarny definiuje norme w danej przestrzeni wektorowej V:
lully, = B(u,u)'/2. (4)

Sprawdzamy warunki 1-3:

Ad. 1. Oczywiste.

Ad. 2. ||| = B(Au, Au)/? = (N2)Y2B(u, u)/? = |\|||ul|.

Ad. 3.
u+v]]* = B(u+ v,u+v) = B(u,u) + 2B(u,v) + B(v,v) <
B(ua u)+2B(u7 u)1/2B(Ua U)1/2+B(Uv U) = [B(U, u)1/2+B(Uv 1})1/2]2 =
(el + 1ol

(Wykorzystalismy dwuliniowo$¢ , symetrie B i nierownos¢ Cauchy’ego-
Schwarza).
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@ Chcielibysmy zdefiniowa¢ przestrzen funkcji, dla ktérych forma dwuliniowa
sformutowania wariacyjnego

!
B(u,v) = / (au'v" + bu'v + cuv)dx (5)
0

przyjmuje skonczona wartos$¢ , w szczegolnosci przy u = v, aby jej sktadniki

byly ograniczone:
l l
/ bu'u dx / cu? dx
0 0

Poniewaz 0 < ag < a(z) < ay, to

I !
/ au'® dx > ao/ u'? da, (7)
0 0

i wobec tego ograniczonos$¢ pierwszego ze sktadnikéw formy wymaga, aby:

!
/ au’*dr < oo, < 00, < 0. (6)
0

I
/ u'? dr < . (8)
0
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@ Wymaganie to powoduje ograniczono$¢ pozostatych sktadnikéw formy
dwuliniowej B:

1/2

u(z) = u(O)—&-/Ox W1 dz < |u(0)|+ (/OI w%)m (/OI 1%) <0, (9)

(gdzie zastosowalismy nieréwnos$¢ Cauchy'ego-Schwarza ), co dowodzi, ze:

1
/ u?dr < oo (10)
0

oraz w konsekwencji:

!
/ av'v' dx

1/2

I V2
< al/ |u'v'|dx < aq (/ u'zdx> (/ U'2da?> < 00,

0 0

/2 , 1/2
/ bu'v dx| < b1/ |u'v|dz < by (/ ’de> (/ v2dx> < o0,
0
. 2, 1/2
/ cuv dx| < cl/ luv|de < ¢p (/ u dac) </ v2da:> < 0.
0 0 0
(1)
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@ Def. Zbidr funkcji o catkowalnej w kwadracie pochodnej nazywamy
przestrzenia Sobolewa H'(Q) (gdzie Q = (0,1)):

1/2
u?dr < 0o} z norma ||ul|, == (/ (u® + u’2)dx> .
' Q
(12)

HY(Q)={u: e L2(Q),/

Q

@ Obecnie zdefiniujemy przydatne wiasnosci formy liniowej i dwuliniowej
sformutowania wariacyjnego:

Def. Forma dwuliniowa B : V x V — R jest ciagta &L gy > 0, takie ze:
[B(u,v)| < Mjully |vlly, Yu,veV. (13)
Def. Forma dwuliniowa B : V x V — R jest V-koercywna <% Ja > 0,
takie ze:
|B(u,u)| > alull;, YueV. (14)
Def. Funkcjonat liniowy L : V — R jest ciagly N T 0, takie ze:
|L(u)] < Cllully, YueV. (15)

Whkrétce sprawdzimy, ze faktycznie formy wystepujace w podejsciu
wariacyjnym posiadaja powyzsze cechy.
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@ Tw. Zakladamy, ze B : V x V — R jest forma dwuliniowa ciagta
i V-koercywna, L : V' — R funkcjonatem ciagtym. Niech u bedzie
rozwiazaniem zadania wariacyjnego:

u€u+V: B(u,v)= L), YveW. (16)
Niech uj, bedzie rozwiazaniem przyblizonym w V}, C V:
up € ug+ Vi i B(up,vn) = L(vy), Yo, € V. (17)
Wdwczas zachodzi oszacowanie:

M
uU—1u — min U —w Ywy, € ug + Vp. 18
| wlly < o w,m | wlly Ywn € ug + Vi (18)
Dowdéd. W pierwszym kroku otrzymamy tzw. warunek ortogonalnosci btedu
do funkgji testowych. Zapisujemy Sciste i przyblizone sformutowanie
wariacyjne dla wspdlnej funkgji testowej vy, € Vi C V i odejmujemy je od
siebie stronami:

B(u,vp) = L(vp)
—  B(un,vn) = L(vn) (19)
B(u—up,vp) = 0.



@ Otrzymany wynik B(u — up,vp) = 0 nosi whasnie nazwe
warunku ortogonalnosci btedu u — uy do funkgji testowych vy,. Korzystajac
z koercywnosci, warunku ortogonalnosci oraz ciagtosci formy B mozemy
zapisaé ciag nieréwnosci:

allu — uhH%, < B(u —up,u—up) + Blu — up,up, —wp) =

~ (20)
B(u — up,u —wp) < M|lu— uh”v”“ - wh”\/a

gdzie wy, € ug + Vp, dzieki czemu up — wyp, € Vi i spetniony jest warunek

ortogonalnosci B(u — up, up — wy) = 0. Dzielac otrzymana nieréwnosé
przez ||u — upll,, otrzymujemy:

M
[l —upll, < ;Huf wplly, Ywy € ug + V. (21)

Poniewaz wy, nie wystepuje po lewej stronie, mozemy dodatkowo wziac
minimum prawej strony wzgledem wy,.
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@ Dla interpolacji wielomianami Lagrange'a [;: uj(x) = Zp+1 u(zi)li(z),
btad w normie H! mozna oszacowaé nastepujaco:

flu— ul”l,K < Cthu(pH)Ho,K gdzie “U(p+1)||(2),1< = / (u(p+1))2 dzx.
K

(22)

@ Wybierzmy po prawej stronie tezy lematu Cea jako szczegdlna funkcje wy,
w kazdym elemencie K: wj, = ug + (u — up) ;. gdzie ug to funkcje liniowe
w koricowych elementach spetniajace warunki brzegowe Dirichleta, zas
(u — ug)r oznacza interpolant u — ug. Wéwczas lemat Cea implikuje, ze:

M 2
< (%) l-wlio-
M 2 2 M 2 2 2
(¥) Sh-ultes (3) M ks @
K K

M

2 2
M
) o2 p2e E : (P+1))2 < C2 B2 ||+
(a) - [|u Ho,K =\ [|w HO,Q’

[lu —

@ Pierwiastkujac otrzymana nieréwnos¢ otrzymujemy ostatecznie oszacowanie
btedu metody elementéw skoriczonych:

M
lu = unlly g < —C A [uP+ g q- (24)



@ Zatdézmy, ze skupiamy uwage na wybranym problemie z oszacowaniem:

M
= unlly o < B —Clul Vg o = K - 1P, (25)

—_——
K

gdzie K jest stata zalezna od wybranego zadania.

@ Zaldzmy, ze siatka sktada sie z N = [/h identycznych elementéw stopnia p.
Woéwczas liczba stopni swobody ndof wynosi:

ndof:N~p:E'p skad: h=——"'p. (26)

@ Oszacowanie btedu przyjmuje postac : ; »
-p.
||u—uh||1’Q%K~hp=K- ( ) / logyg

ndof )
7
logyg [|[u — unll; o = logo K +logyo(Ip)” —plog;o ndof 27)
—_———— ——
y b T

Widzimy, ze zalezno$¢ btedu od liczby stopni swobody w skali
logarytmicznej jest liniowa ze wspdtczynnikiem nachylenia —p:
y~b—p-x (28)



Ciagtos¢ formy B

@ Na koniec zweryfikujemy ciagtos¢ formy B:

|B(u,v)| =

/ (au'v" + bu'v + cuv)dx
Q

al/ [u'v'|dz + b1/ [u'v|dz + ¢ / luv|dz <
) ) Q
1/2 1/2 1/2 1/2
ai (/ u'de) (/ v'zdm) + by (/ u’zdx> </ v2d:r) +
Q Q Q Q

1/2 1/2 ,_L
. ( / uzdx> < / v2da:) < ot b1+ ) llulio ol o
Q Q
(29)

W powyzszych oszacowaniach wykorzystalismy nieréwnos$¢ Cauchy’ego-
Schwarza i ograniczenia od géry funkcji a, |b] i |c| przez aq,b; i c;.

< /(|au'v’\ + |bu'v| + |cuv])dx <
Q

@ Ciagtos¢ funkcjonalu liniowego:

L) = ] [ rea < ([ f2)1/2 (f U2>1/z§ floe Iola (30)

12/13




Koercywnos¢ formy B

@ Ograniczymy sie do przypadku, gdy forma dwuliniowa ma postac:
B(v,v) = /(cm/2 + cv?)dx (31)
Q
z dodatkowym warunkiem, ze 0 < ¢g < ¢(x), dla pewnego cg.
@ Mamy woéwczas nastepujace oszacowanie:

B(v,v) > ao/

v"2dz + co/ vide > min(ao, co) ||v]l; g, (32)
Q Q ’

co dowodzi koercywnosci formy B w catej przestrzeni H'(f2) ze stata
a = min(ag, cg) > 0.
@ Uwagi dodatkowe:

® Mozliwe jest oszacowanie ciagtosci i koercywnosci dla szerszej
klasy probleméw, niz rozpatrywane powyzej.

® Otrzymane oszacowanie btedu MES obowiazuje, o ile funkcja
uPT! (tj. p+1-sza pochodna u) jest catkowalna w kwadracie.
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