
Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice

Obliczenia Elementowe



Chcemy stworzyć praktyczne procedury obliczania elementowych macierzy
sztywności i wektorów obcia̧żenia:

BKmn =

∫
K

(aψ′
nψ

′
mdx+ b ψ′

n ψm + c ψn ψm) dx

LKm =

∫
K

fψm dx

(1)

Do wykonania operacji przybliżonego ca lkowania użyjemy kwadratury
Gaussa: ∫

K̂

g(ξ)dξ '
Ng∑
l=1

g(ξl)wl, K̂ = [0, 1], (2)

gdzie ξl, wl oznaczaja̧ wspó lrzȩdne punktów ca lkowania oraz wagi.

Aby ca lkować po faktycznych elementach siatki K skorzystamy z faktu, że
sa̧ one obrazami elementu wzorcowego K̂ = [0, 1] w odwzorowaniu
TK : x(ξ) = xA + (xB − xA)ξ:∫

K

f(x)dx =

∫
K̂

f(x(ξ))
dx

dξ︸ ︷︷ ︸
g(ξ)

dξ '
Ng∑
l=1

g(ξl)wl (3)

Skorzystalísmy tu z ca lkowania przez podstawienie.
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Zastosowanie tej procedury do obliczenia elementowej macierzy sztywności
przyjmuje postać:

BKmn =

∫
K

(aψ′
nψ

′
mdx+ b ψ′

n ψm + c ψn ψm) dx =∫
K̂

(aψ′
nψ

′
m + b ψ′

n ψm + c ψn ψm)x=x(ξ)
dx

dξ︸ ︷︷ ︸
g(ξ)

dξ =

Ng∑
l=1

g(ξl)wl.
(4)

Szczegó ly obliczenia sa̧ nastȩpuja̧ce:

Zak ladamy, że funkcje a, b, c i f sa̧ dane dla x ∈ [0, l]. Argument x dla
wybranego punktu ca lkowania ξl znajdujemy jako:

x(ξl) = xA + (xB − xA)ξl, gdzie K = [xA, xB ]. (5)

Wartość funkcji kszta ltu w x odpowiadaja̧cym ξl znajdujemy na podstawie
definicji ψm:

ψm(x) = ψ̂m(ξl(x)). (6)

Pochodne ψm(x) otrzymujemy przez różniczkowanie powyższego wzoru:

dψm
dx

=
dψ̂

dξ

dξ

dx
, gdzie

dξ

dx
=

1

xB − xA
=

1

hK
, i

dx

dξ
= xB − xA. (7)
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Przyk lad numeryczny

Rozważamy zagadnienie brzegowe: −u′′ + u = 1 x ∈ (0, 3)
u′(0) + 2u(0) = 3,

u(3) = 2.
(8)

Jego sformu lowanie wariacyjne ma postać: Znaleźć u(x) takie że u(3) = 2 i:∫ 3

0

(u′v′ + uv)dx− 1 · 2
1
u(0)v(0) =

∫ 3

0

1 v dx− 1 · 3
1
v(0) ∀v : v(3) = 0. (9)

Rozwia̧zanie znajdziemy na nastȩpuja̧cej siatce 6 elementów stopnia p = 1:

Znajdźmy przyk ladowo elementowa̧ macierz sztywności i wektor obcia̧żenia
dla 5-tego elementu K ∈ [2, 2 1

2 ] .
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Przyk lad numeryczny

Na podstawie poprzednich wzorów możemy napisać:

BKij =

∫
K

(ψ′
iψ

′
j + ψiψj)dx =

∫
K̂

(ψ′
iψ

′
j + ψiψj)|x=x(ξ)

dx

dξ
dξ,

LKi =

∫
K

1 · ψi dx =

∫
K̂

1 · ψi|x=x(ξ)
dx

dξ
dξ.

(10)

Transformacja x(ξ) i jej pochodna przyjmuja̧ postać:

x(ξ) = 2 + 1
2ξ,

dx
dξ = 1

2 ,
dξ
dx = 2. (11)

Funkcje kszta ltu na elemencie wzorcowym stopnia p = 1 :

ψ̂1 = 1− ξ, dψ̂1

dξ = −1, ψ̂2 = ξ, dψ̂2

dξ = 1. (12)

Pochodne funkcji kszta ltu na faktycznym elemencie siatki K, dψi

dx = dψ̂i

dξ
dξ
dx :

dψ1

dx
=
dψ̂1

dξ

dξ

dx
= −1 · 2 = −2, dψ2

dx
=
dψ̂2

dξ

dξ

dx
= 1 · 2 = 2. (13)
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Przyk lad numeryczny

Zauważmy, że ψi(x(ξ)) = ψ̂i(ξ). Ostatecznie obliczenie B5
ij daje

nastȩpuja̧cy wynik:

B5
1,1 =

∫ 1

0
[(−2) · (−2) + (1− ξ)(1− ξ)] 12dξ = 2 1

6 ,

B5
1,2 =

∫ 1

0
[(−2) · 2 + (1− ξ) · ξ] 12dξ = −1

11
12 ,

B5
2,2 =

∫ 1

0
(2 · 2 + ξξ) 12dξ = 2 1

6 .

(14)

Oczywíscie B5
2,1 = B5

1,2 ze wzglȩdu na symetriȩ formy biliniowej B.

Obliczenie wektora obcia̧żenia przyjmuje postać:

L5
1 =

∫ 1

0

1 · (1− ξ) · 1
2
dξ =

1

4
, L5

2 =

∫ 1

0

1 · ξ · 1
2
dξ =

1

4
. (15)

Zauważmy, że ponieważ wspó lczynniki równania różniczkowego sa̧ sta le
a pochodne dx/dξ sa̧ identyczne dla wszystkich elementów, powyższe
obliczenie macierzy sztywności jest takie same dla wszystkich elementów.
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Przyk lad numeryczny

Elementowa macierz sztywności i wektor obcia̧żenia przyjmuja̧ postać:

BK =

[
2 1
6 −1 11

12

−1 11
12 2 1

6

]
, LK =

[
1
4

1
4

]
(16)

Tylko dla pierwszego elementu musimy zmodyfikować te macierze ze
wzglȩdu na naturalne warunki brzegowe (wyrażone dodatkowymi
sk ladnikami arytmetycznymi oprócz ca lek):

B1
1,1 = 2

1

6
− 1 · 2

1
1 · 1 =

1

6
, L1

1 =
1

4
− 1 · 3

1
1 = −23

4
(17)

Obecnie możemy z lożyć elementowe macierze sztywności i wektory
obcia̧żenia do ich globalnych wersji stosuja̧c algorytmy sk ladania:

Fi = 0, i = 1, . . . , N
for K = 1, . . . ,Kmax

for m = 1, . . . , pK + 1

Fρ(m,K) := Fρ(m,K) + LKm
endfor m

endfor K

Kij = 0, i, j = 1, . . . , N
for K = 1, . . . ,Kmax

for m = 1, . . . , pK + 1
for n = 1, . . . , pK + 1

Kρ(m,K),ρ(n,K) := Kρ(m,K),ρ(n,K) +BKmn
endfor m,n

endfor K
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Przyk lad numeryczny
Jako wynik tego sk ladania otrzymujemy:

K =



1
6

−1 11
12

−1 11
12

4 1
3

−1 11
12

−1 11
12

4 1
3

−1 11
12

−1 11
12

4 1
3

−1 11
12

−1 11
12

4 1
3

−1 11
12

−1 11
12

4 1
3

−1 11
12

−1 11
12

2 1
6



, F =



−2 3
4

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
4



.

(18)

W końcu, aby uwzglȩdnić warunek brzegowy Dirichleta dla x = 3, musimy usuna̧ć

ostatnie równanie (gdyż odpowiada ono funkcji testowej o warości 1 w x = 3, a

dopuszczalne sa̧ tylko te o wartości 0) oraz zmodyfikować wektor obcia̧żenia używaja̧c

znanej wartości rozwia̧zania u7 = 2:
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Przyk lad numeryczny
6∑
j=1

Kijuj +Ki,7u7 = Fi, i = 1, . . . , 6, (19)

Wp lywa to tylko na 6-te równanie, bo Ki,7 = 0, i = 1, . . . , 5. Otrzymujemy wiȩc
F6 −K6,7u7 = 1

2 − (−1 11
12 ) · 2 = 4 1

3 .

Po opisanych wyżej modyfikacjach otrzymujemy nastȩpuja̧cy uk lad równań:



1
6

−1 11
12

−1 11
12

4 1
3

−1 11
12

−1 11
12

4 1
3

−1 11
12

−1 11
12

4 1
3

−1 11
12

−1 11
12

4 1
3

−1 11
12

−1 11
12

4 1
3



,



u1

u2

u3

u4

u5

u6



=



−2 3
4

1
2

1
2

1
2

1
2

4 1
3



. (20)
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Przyk lad numeryczny
Przedstawiamy wykres rozwia̧zania przybliżonego wraz ze ścis lym:

Można pokazać, że rozwia̧zanie ścis le ma postać:

u(x) = 1 +
cosh 3− 2

cosh 3− 2sinh 3
sinhx+

1− sinh 3

cosh 3− 2sinh 3
coshx. (21)
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