Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice

Obliczenia Elementowe




@ Chcemy stworzy¢ praktyczne procedury obliczania elementowych macierzy
sztywnosci i wektoréw obciazenia:

B, = / (@l + b, o + ¢ thy ) dt
K

o= [ fonda

@ Do wykonania operacji przybliionego catkowania uzyjemy kwadratury

Gaussa:
/ €)dg ~ Zg — (0,1, (2)

gdzie ¢, w' oznaczaja wspo’rrzedne punktéw catkowania oraz wagi.

(1)

@ Aby catkowal po faktycznych elementach siatki K skorzystamy z faktu, ze
sa one obrazami elementu wzorcowego K =10,1] w odwzorowaniu
Tk :x(f) =xza+ (xp —xa)€

/f dx—/fxf 9 e Zg (3)

g(f)

Skorzystalismy tu z catkowania przez podstawienie.

Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice 2/10



@ Zastosowanie tej procedury do obliczenia elementowej macierzy sztywnosci
przyjmuje postac:
Blw = [ (@lbiude +b 0] b+ ) d =
K
NS’

d
/ @0+ DU, Y € U Ym) e Tac=Y g O

=1

9(8)
Szczegdty obliczenia sa nastepujace:

@ Zaktadamy, ze funkcje a,b,c i f sa dane dla = € [0,1]. Argument z dla
wybranego punktu catkowania ¢! znajdujemy jako:

2(EY =244 (xp —x24)¢, gdzie K =[x4,25]. (5)
@ Wartoé¢ funkgji ksztattu w = odpowiadajacym ¢! znajdujemy na podstawie
definicji ¥,,: o
Vm (@) = Pm (& (2)). (6)
@ Pochodne ., (x) otrzymujemy przez rézniczkowanie powyzszego wzoru:
diby,  dip dE tie % 1 1 de @)
—_= _—_—=— = — — =ITp — TA.
de  dede ¥ dr T ap—za  hx e BT
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Przyktad numeryczny

@ Rozwazamy zagadnienie brzegowe:

"

—u" + u = 1 z€(0,3)
' (0) +2u(0) = 3, (8)
u3) = 2.

@ Jego sformutowanie wariacyjne ma postaé: Znalez¢ u(z) takie ze u(3) = 2 i
? 1-2 ° 1-3
/ (u'v" + uv)dr — Tu(O)v(O) = / lvdx — T’U(O) Vo: v(3)=0. (9)
0 0

@ Rozwiazanie znajdziemy na nastepujacej siatce 6 elementdw stopnia p = 1:

X

-

0. 0.5 1.0 1.5 2.0 25 30

@ Znajdzmy przyktadowo elementowa macierz sztywnosci i wektor obciazenia
dla 5-tego elementu K € [2,21] .
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Przyktad numeryczny

@ Na podstawie poprzednich wzoréw mozemy napisaé:

B = [ )+ vt = [ 005+ it lomai G
K K (10)
£ = [ tevido= [ 1 lmao G
K K
@ Transformacja z() i jej pochodna przyjmuja postaé:
wO)=2+36 =3 H=2 (1)
@ Funkcje ksztattu na elemencie wzorcowym stopnia p=1:
Di=1-¢ %=-1, dp=¢ L2=1 (12)
@ Pochodne funkgcji ksztattu na faktycznym elemencie siatki K, d;/;’ = ddl% %:
d dipy d d dips d
%:%52—1-2:—2, %:%ﬁ:yzzz. (13)
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Przyktad numeryczny

@ Zauwazmy, ze 1;(z(€)) = h;(€). Ostatecznie obliczenie B} daje
nastepujacy wynik:

B}y = [y[(=2)- (-2) + (1 — (1 — &)]de = 22,
Bio = J3l(=2) -2+ (1 -&)-€ljde = 143, (14)

1
By, = [)(2-2+¢6)kde =21,
Oczywiscie BS’1 = BiQ ze wzgledu na symetrie formy biliniowej B.
@ Obliczenie wektora obciazenia przyjmuje postaé:
1 1
1 1 1 1
IS = 1-(1—§)=dé¢ ==, L5:/1. LZde = 2. 15
R R R e R T
@ Zauwazmy, ze poniewaz wspdtczynniki réwnania rézniczkowego sa state

a pochodne dz/d¢ sa identyczne dla wszystkich elementdéw, powyzsze
obliczenie macierzy sztywnosci jest takie same dla wszystkich elementdw.
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Przyktad numeryczny

@ Elementowa macierz sztywnosci i wektor obciazenia przyjmuja postac:

ol 111 1
6 12 1
BX = , L = (16)
14 21 1
12 6 1
@ Tylko dla pierwszego elementu musimy zmodyfikowac te macierze ze
wzgledu na naturalne warunki brzegowe (wyrazone dodatkowymi
sktadnikami arytmetycznymi oprécz catek):
1 1-2 1 1 1.3 3
B, =2-—-—""1-1=~ Li=>-—1=-2> 17
1,1 6 1 6 1= 7 1 1 (17)
@ Obecnie mozemy ztozy¢ elementowe macierze sztywnosci i wektory
obciazenia do ich globalnych wersji stosujac algorytmy sktadania:
F,=0, i=1,...,N K;j=0, i,j=1,...,N
for K=1,..., Kmaa for K=1,..., Kmax
form=1,...,px +1 form=1,...,px +1
forn=1,...,px +1
Fo(m, i) = Fp(m, i) + Ly K, 5),0(n,K) = Kp(m,K),0(n, k) T Bhin
endfor m endfor m,n
endfor K endfor K
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Przyktad numeryczny

@ Jako wynik tego sktadania otrzymujemy:

- 3
-1 g1 . 23
6 12
1
11 1 1 2
113 43 113
1
_1u 1 11 2
113 43 113
1
_ 14 1 _q11 _ 2
K= 112 43 112 ’ F=
1
11 1 1 2
112 43 112
1
1 1 11 2
113 43 113
1
_11iL 1 4
L 193 26 -

(18)

@ W kornicu, aby uwzgledni¢ warunek brzegowy Dirichleta dla z = 3, musimy usunaé
ostatnie réwnanie (gdyz odpowiada ono funkgji testowej o warosci 1 w z = 3, a
dopuszczalne sa tylko te o wartosci 0) oraz zmodyfikowa¢ wektor obciazenia uzywajac

znanej wartosci rozwiazania uy = 2:
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Przyktad numeryczny

6
ZKijuj+Ki,7U7:Fi7 i1=1,...,6, (19)
j=1

Whptywa to tylko na 6-te réwnanie, bo K; 7 =0, i =1,...,5. Otrzymujemy wiec
Fiy— Korur = § = (-13})- 2= 4,

@ Po opisanych wyzej modyfikacjach otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan:

_ - r 3 1
_ 1 - w —23
6 12
1
11 1 11 u2 3
143 43 13
1
us 5
gl 1 _qu 2
112 43 112
= , 20
i 4l g L 2 20
12 3 12
1
1 41 14 us 2
12 3 12
g1 U6 43
L 12 3 1 | ]
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Przyktad numeryczny

@ Przedstawiamy wykres rozwiazania przyblizonego wraz ze Scistym:

— MES
2 - scisle

0 0.5 1 15 2 2.5 3

X
@ Mozna pokaza¢, ze rozwiazanie Sciste ma postac:
cosh3 — 2 1 —sinh 3
= ———————sinh —————coshz. 21
u(@) cosh 3 — 2sinh 3sm T cosh 3 — 2sinh SCOS . (21)
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