
Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice

MES w 1D. Element Lagrange’a stopnia p ≥ 1.

Algorytmy sk ladania macierzy globalnych



Warunki brzegowe

Dota̧d mówia̧c o sformu lowaniu wariacyjnym zak ladalísmy, że α0 6= 0
i αl 6= 0. Jeśli α0 = 0 i αl = 0, to β0 6= 0 i βl 6= 0, aby spe lnić α2

0 + β2
0 > 0

i α2
l +β2

l > 0. Pozwala to zapisać warunki brzegowe w nastȩpuja̧cej postaci:

u(0) = γ0/β0 := u0, u(l) = γl/βl := ul, (1)

Ta postać nazywa siȩ podstawowymi warunkami brzegowymi (lub typu
Dirichleta) w odróżnieniu od przypadku α0 6= 0 i αl 6= 0, kiedy to mówimy
o naturalnych warunkach brzegowych. Te ostatnie zaś dodatkowo nazywa
siȩ warunkami typu Cauchy’ego, gdy β0 6= 0, βl 6= 0, oraz warunkami typu
Neumanna, gdy β0 = 0, βl = 0:

naturalne warunki brzegowe:

α0u
′(0) + β0u(0) = γ0, αlu

′(l) + βlu(l) = γl – typu Cauchy’ego

α0u
′(0) = γ0 αlu

′(l) = γl – typu Neumanna

podstawowe warunki brzegowe (lub typu Dirichleta):

u(0) = u0 u(l) = ul.
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Sformu lowanie wariacyjne
W przypadku podstawowych warunków brzegowych nie da siȩ wyrazić
z nich pochodnych rozwia̧zania przy konstruowaniu sformu lowania s labego
w wyca lkowanym przez czȩści sk ladniku:

−(au′v)|l0.

Aby unikna̧ć tej konieczności przyjmujemy funkcje testowe v znikaja̧ce
w x = 0 i x = l, co eliminuje ten wyraz. Jednak eliminuje to też obecność
warunków brzegowych w sformu lowaniu. Dlatego musimy z góry przyja̧ć ,
że szukamy rozwia̧zania w zbiorze funkcji spe lniaja̧cych te warunki piszaa̧c:

znaleźć u(x) takie, że u(0) = u0, u(l) = ul oraz∫ l

0

(au′v′ + bv′v + cuv) dx =

∫ l

0

fv dx ∀v takich, że v(0) = 0, v(l) = 0.

W przypadku mieszanych warunków brzegowych, np. naturalnych w x = 0
a podstawowych w x = l, powyższy przepis stosujemy tylko dla brzegu
Dirichleta: znaleźć u(x) take że u(l) = ul oraz∫ l

0

(au′v′ + bu′v + cuv) dx− a(0)β0
α0

u(0)v(0) =

∫ l

0

fv dx−a(0)γ0
α0

v(0) ∀v(l)=0.
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Przyk lad
Rozważmy nastȩpuja̧cy problem brzegowy: −[(2 + sinx)u′]′ + u = x2 x ∈ (0, 5)

2u′(0) + u(0) = 3,
u(5) = 2.

Dla tego zadania wspó lczynniki sa̧ nastȩpuja̧ce:

a = 2 + sinx, b = 0, c = 1, f = x2,
α0 = 2, β0 = 1, γ0 = 3,

ul = 2. q

Wobec tego sformu lowanie wariacyjne ma postać :

znaleźć u(x) takie że u(5) = 2 oraz∫ 5

0

[(2 + sinx)u′v′ + uv]dx− (2 + sin 0) · 1
2

u(0)v(0)︸ ︷︷ ︸
B(u,v)

=

∫ 5

0

x2 v dx− (2 + sin 0) · 3
2

v(0)︸ ︷︷ ︸
L(v)

∀v : v(5) = 0.
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MES z aproksymacja̧ wyższego stopnia
Poprzednio zak ladalísmy, że funkcje kszta ltu sa̧ w elementach liniowe.
Obecnie dopuścimy wielomiany stopnia p ≥ 1.

W tym celu wprowadzamy dodatkowo do każdego z elementów Ωi liczbȩ ni
równomiernie roz lożonych punktów ( la̧cznie z końcami), zwanych dalej
wȩz lami. Zdefiniujmy funkcjȩ kszta ltu φi tak, aby w każdym z elementów
by la wielomianem możliwie najniższego stopnia, który przyjmuje w i-tym
wȩźle wartość 1 a znika w pozosta lych.

φi(xj) =

{
1, gdy i = j
0, gdy i 6= j

= δij ,

Wymaganie to oznacza, że w elemencie zawieraja̧cym wȩze l xi funkcja φi
musi być wielomianem Lagrange’a stopnia pi = ni − 1. W elementach nie
zawieraja̧cych wȩz la xi funkcja φi tożsamościowo znika. Przyk lady funkcji
kszta ltu pokazuje rysunek.
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MES p ≥ 1
Przyjȩcie za lożenia, że φi(xj) = δij , ma istotna̧ zaletȩ . Jeśli przedstawimy

rozwia̧zanie jako kombinacjȩ funkcji kszta ltu: uh(x) =
∑N
i=1 αiφi(x), to

parametry αi można interpretować jako wartości rozwia̧zania w wȩz lach xi:

uh(xj) =

N∑
i=1

αiφi(xj) =

N∑
i=1

αiδij = αj ,

co pozwala na  latwa̧ intuicyjna̧ interpretacjȩ stopni swobody.

Wielomiany Lagrange’a definiuje siȩ w MES dwustopniowo: w pierwszym
kroku na odcinku jednostkowym K̂ = [0, 1] zwanym elementem
wzorcowym, z wȩz lami ξi = i−1

p , i = 1, . . . , p+ 1.

Wielomian, który znika we wszystkich wȩz lach prócz i-tego ma postać

(ξ − ξ1) . . . (ξ − ξi−1)(ξ − ξi+1) . . . (ξ − ξn)

Aby dodatkowo sprawić, że jego wartość w ξi wynosi 1, wystarczy to
wyrażenie podzielić przez jego wartość w ξi:

ψ̂i(x) =
(ξ − ξ1) . . . (ξ − ξi−1)( ξ − ξi+1) . . . (ξ − ξn)

(ξi − ξ1) . . . (ξi − ξi−1)(ξi − ξi+1) . . . (ξi − ξn)
(2)
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MES p ≥ 1
W drugim kroku utworzymy wielomiany Lagrange’a ψi(x) na faktycznym
elemencie K=[xA,xB ], zak ladaja̧c, że jest on obrazem K̂ w odwzorowaniu:

TK : x(ξ) = xA + (xB − xA)ξ, ξ ∈ K̂. (3)

Obrazy wȩz lów ξi elementu K̂, x(ξi), pokrywaja̧ siȩ z wȩz lami elementu
rzeczywistego, gdyż jedne i drugie sa̧ równomiernie roz lożone.

Z tego wzglȩdu wielomian Lagrange’a na K możemy zapisać jako z lożenie:

ψi(x) = ψ̂i(ξ(x)), gdzie: ξ(x) =
x− xA
xB − xA

jest odwzorowaniemT−1K .

Powyższa̧ konstrukcjȩ ψi(x) określa siȩ jako element parametryczny.
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Wielominy Lagrange’a
Przyk lad: n = 2, p = 1 – wielomian liniowy:

ψ̂1(x) =
ξ − 1

0− 1
, ψ̂2(x) =

ξ − 0

1− 0

Przyk lad: n = 4, p = 3 – wielomian 3 stopnia:

ψ̂1(ξ) =
(ξ − 1

3 )(ξ − 2
3 )(ξ − 1)

(0− 1
3 )(0− 1

3 )(0− 1)
, ψ̂2(x) =

(ξ − 0)(ξ − 2
3 )(ξ − 1)

( 1
3 − 0)( 1

3 −
2
3 )( 1

3 − 1)

ψ̂3(x) =
(ξ − 0)(ξ − 1

3 )(ξ − 1)

( 2
3 − 0)( 2

3 −
1
3 )( 2

3 − 1)
, ψ̂4(ξ) =

(ξ − 0)(ξ − 1
3 )(ξ − 2

3 )

(1− 0)(1− 1
3 )(1− 2

3 )

Przyk lad dla n = 5, p = 4:

ψ̂1 =
(ξ − 1

4 )(ξ − 2
4 )(ξ − 3

4 )(ξ − 1)

(0− 1
4 )(0− 2

4 )(0− 3
4 )(0− 1)

, ψ̂2 =
(ξ − 0)(ξ − 2

4 )(ξ − 3
4 )(ξ − 1)

( 1
4 − 0)( 1

4 −
2
4 )( 1

4 −
3
4 )( 1

4 − 1)
,

ψ̂3 =
(ξ − 0)(ξ − 1

4 )(ξ − 3
4 )(ξ − 1)

( 2
4 − 0)( 2

4 −
1
4 )( 2

4 −
3
4 )( 2

4 − 1)
, ψ̂4 =

(ξ − 0)(ξ − 1
4 )(ξ − 2

4 )(ξ − 1)

( 3
4 − 0)( 3

4 −
1
4 )( 3

4 −
2
4 )( 3

4 − 1)
,

ψ̂5 =
(ξ − 0)(ξ − 1

4 )(ξ − 2
4 )(ξ − 3

4 )

(1− 0)(1− 1
4 )(1− 2

4 )(1− 3
4 )
.
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Algorytm sk ladania macierzy sztywności
Użyteczność metody elementów skończonych wynika z możliwości
sformu lowania jej za pomoca̧ algorytmów. Poniżej przedstawiamy jeden
z nich: sk ladanie globalnych macierzy K i L z ich odpowiedników
elementowych.

Globalne funkcje kszta ltu φi sa̧ w poszczególnych elementach wielomianami
Lagrange’a, elementowymi funkcjami kszta ltu ψm (ba̧dź trywialnie znikaja̧):

φi|K = ψm. (4)

Możemy ustalić zwia̧zek miȩdzy numeracja̧ funkcji globalnych oraz
numeracja̧ funkcji elementowych. Oznaczmy symbolem σ(i,K) numer
elementowej funkcji kszta ltu w elemencie K, która sk lada siȩ na i-ta̧
funkcjȩ globalna̧ φi:

φi|K = ψσ(i,K) (5)

Analogicznie, niech symbol ρ(m,K) oznacza numer globalnej funkcji
kszta ltu, na która̧ sk lada siȩ m-ta elementowa funkcja kszta ltu ψm
w elemencie K:

ψm = φρ(m,K)|K . (6)
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Przyk lad
Rozważamy siatkȩ przedstawiona̧ na rysunku.Sk lada siȩ ona z 5 elementów i
13 wȩz lów.

Niektóre wartości macierzy σ(i,K) oraz ρ(m,K) sa̧ nastȩpuja̧ce:

σ(2, 1) = 2, σ(2, 2) = 1, σ(4, 2) = 3, σ(7, 3) = 3,
ρ(2, 1) = 2, ρ(1, 2) = 2, ρ(3, 2) = 4, ρ(3, 3) = 7.

Przyk ladowo chca̧c znaleźć σ(4, 2) sprawdzamy, że 4 globalna funkcja
kszta ltu jest 3 funkcja̧ kszta ltu w elemencie 2 (4 globalny wȩze l jest 3
wȩz lem 2 elementu), wiȩc σ(4, 2) = 3.

Chca̧c znaleźć ρ(3, 3) sprawdzamy, że 3 funkcja kszta ltu elementu 3 sk lada
siȩ na 7 globalna̧ funkcjȩ kszta ltu (3 wȩze l elementu 3 jest globalnym 7
wȩz lem), wiȩc ρ(3, 3) = 7.
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Algorytm sk ladania

Skorzystamy z możliwości rozbicia ca lkowania po odcinku [0, l] na sumȩ
ca lek po elementach.

Skupmy uwagȩ na sk ladniku wektora obcia̧żenie Fi wyrażonym za pomoca̧
ca lki:

Fi =

∫ l

0

fφi dx =
∑

K:φi 6=0

∫
K

fφi|Kdx =
∑

K:φi 6=0

∫
K

fψσ(i,K)dx =
∑

K:φi 6=0

LKσ(i,K)

gdzie

LKm :=

∫
K

fψmdx nazywamy elementowym wektorem obcia̧żenia.

Ostatecznie:
Fi =

∑
K:φi 6=0

LKσ(i,K), i = 1, . . . , N. (7)

11 / 16



Algorytm sk ladania
Wzór ten możemy przedstawić w postaci algorytmu po lewej stronie:

Fi = 0, i = 1, . . . , N
for i = 1, . . . , N

for K : φi 6= 0 w K
Fi := Fi + LKσ(i,K)

endfor K
endfor i

Fi = 0, i = 1, . . . , N
for K = 1, . . . ,Kmax

for m = 1, . . . , pK + 1
Fρ(m,K) := Fρ(m,K) + LKm

endfor m
endfor K

Ze wzglȩdu na efektywność obliczeń , wygodnie jest używać wersji tego
algorytmu z odwróconym porza̧dkiem pȩtli: zewnȩtrzna̧ po elementach K,
wewnȩtrzna̧ po funkcjach kszta ltu.

Przy takim podej́sciu modyfikacji ulega postać wyrażenia prezentuja̧cego
obliczenie: w pierwszej wersji znany jest numer elementu K oraz globalnej
funkcji kszta ltu i, znajdywany zaś numer funkcji elementowej jako σ(i,K).

Przy odwróconym porza̧dku pȩtli zaś znany jest element K i numer
elementowej funkcji kszta ltu m, numer odpowiedniej globalnej funkcji
kszta ltu znajdziemy jako ρ(m,K). Wersjȩ algorytmu z odwróconym
porza̧dkiem pȩtli przedstawiono po prawej stronie.
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Przyk lad

Obliczenie F2. Globalna funkcja kszta ltu φ2 jest różna od zera
w elementach 1 i 2, wiȩc sumowanie przebiega po K = 1 i K = 2.
W elemencie K = 1 globalna funkcja φ2 jest 2 funkcja̧ kszta ltu,
a w elemencie K = 2 globalna funkcja φ2 jest 1 funkcja̧ kszta ltu. Wobec
tego wynik sumowania ma postać:

F2 = L1
2 + L2

1.

Obliczenie F4. Globalna funkcja kszta ltu φ4 jest różna od zera tylko
w elemencie 2, wiȩc sumowanie sprowadza siȩ do elementu K = 2.
W elemencie K = 2 globalna funkcja φ4 jest 3 funkcja̧ kszta ltu. Wobec
tego wynik sumowania ma postać:

F4 = L2
3.

Zauważmy, że dla wȩz lów oddzielaja̧cych elementy wyraz wektora
obcia̧żenia jest suma̧ elementowych wyrazów wektorów z dwu sa̧siednich
elementów. Dla wȩz lów wewnȩtrznych elementu wyraz globalnego wektora
obcia̧żenia jest odpowiednim wyrazem elementowego wektora obcia̧żenia.
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Sk ladanie macierzy sztywności

Analogicznie możemy rozumować z macierza̧ sztywności. Za lóżmy, że forma
B wyraża siȩ przez ca lkȩ, która̧ rozbijemy na sk ladniki z poszczególnych
elementów:

Kij = B(φj , φi) =
∑

K:φi,φj 6=0

∫
K

(aφ′j|Kφ
′
i|K + bφ′j|Kφi|K + cφj|Kφi|K)dx =

∑
K:φi,φj 6=0

∫
K

(aψ′σ(j,K)ψ
′
σ(i,K) + bψ′σ(j,K)ψσ(i,K) + cψσ(j,K)ψσ(i,K))dx =

∑
K:φi,φj 6=0

BKσ(i,K),σ(j,K),

gdzie

BKm,n =

∫
K

(aψ′nψ
′
m + bψ′nψm + cψnψm)dx to elementowa macierz sztywności

Ostatecznie:

Kij =
∑

K:φi,φj 6=0

BKσ(i,K),σ(j,K), i, j = 1, . . . , N. (8)
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Algorytmy sk ladania

Jak i poprzednio wyrażenie to możemy przedstawić za pomoca̧ algorytmu
sk ladania globalnej macierzy sztywności w dwu wersjach różnia̧cych siȩ
porza̧dkiem pȩtli, wersjach pokazanych po lewej i prawej stronie:

Kij = 0, i, j = 1, . . . , N
for i = 1, . . . , N
for j = 1, . . . , N

for K : φi, φj 6= 0 w K
Kij := Kij +BKσ(i,K),σ(j,K)

endfor K
endfor i, j

Kij = 0, i, j = 1, . . . , N
for K = 1, . . . ,Kmax

for m = 1, . . . , pK + 1
for n = 1, . . . , pK + 1

Kρ(m,K),ρ(n,K) := Kρ(m,K),ρ(n,K) +BKmn
endfor m,n

endfor K
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Przyk lady zastosowania algorytmu sk ladania

Obliczenie K2,2. Globalna funkcja kszta ltu φ2 jest różna od zera

w elementach {1, 2}, sta̧d sumowanie przebiega po tym zbiorze wartości K.
Biora̧c pod uwagȩ , że elementowe numery tej funkcji w tychże elementach
to 2 i 1 znajdujemy, że:

K2,2 = B1
2,2 +B2

1,1

Obliczenie K2,4. Globalna funkcja kszta ltu φ2 jest różna od zera

w elementach {1, 2}, zaś φ4 tylko w elemencie {2}, sta̧d sumowanie
ogranicza siȩ do czȩści wspólnej tych zbiorów, tj. elementu {2}. Biora̧c pod
uwagȩ elementowe numery funkcji φ2 i φ4 w tym elemencie znajdujemy, że:

K2,4 = B2
1,3

Obliczenie K2,6. Globalna funkcja kszta ltu φ2 jest różna od zera

w elementach {1, 2}, zaś φ6 w elemencie {3}. Nie ma wiȩc wspólnych
elementów, gdzie te dwie funkcje by lyby niezerowe, zbiór sumowania
w algorytmie jest pusty, sta̧d:

K2,6 = 0.
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