Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice

MES w 1D. Element Lagrange'a stopnia p > 1.
Algorytmy sktadania macierzy globalnych




Warunki brzegowe

@ Dotad méwiac o sformutowaniu wariacyjnym zaktadalismy, ze oy # 0
ia;#0. Jedliag=0ia;=0,to By #0i B #0, aby spetni¢ a3 + 32 > 0
i o + 32 > 0. Pozwala to zapisa¢ warunki brzegowe w nastepujacej postaci:

u(0) = v0/Bo == uo, u(l) =v/b = w, (1)

Ta postaé nazywa sie podstawowymi warunkami brzegowymi (lub typu
Dirichleta) w odréznieniu od przypadku g # 0 i oy # 0, kiedy to méwimy
o naturalnych warunkach brzegowych. Te ostatnie za$ dodatkowo nazywa
sie warunkami typu Cauchy'ego, gdy By # 0, 5; # 0, oraz warunkami typu
Neumanna, gdy 5o =0, 5; = 0:

naturalne warunki brzegowe:
aou'(0) + Bou(0) = v0, /(1) + Bu(l) =v - typu Cauchy'ego

aou’(0) = 7o o/ (1) = — typu Neumanna

podstawowe warunki brzegowe (lub typu Dirichleta):

u(0) =up u(l) = .
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Sformutowanie wariacyjne

@ W przypadku podstawowych warunkéw brzegowych nie da sie wyrazi¢
z nich pochodnych rozwiazania przy konstruowaniu sformutowania stabego
w wycatkowanym przez czesci sktadniku:

—(au'v)l),

Aby uniknac tej koniecznosci przyjmujemy funkcje testowe v znikajace
wz =0ix =1, co eliminuje ten wyraz. Jednak eliminuje to tez obecnos¢
warunkdéw brzegowych w sformutowaniu. Dlatego musimy z goéry przyjaé,
ze szukamy rozwiazania w zbiorze funkcji spetniajacych te warunki piszaac:

znalez¢ u(x) takie, ze u(0) = g, u(l) = u; oraz
l l
/ (au'v" + bv'v + cuv) de = / fvdx Vv takich, ze v(0) = 0,v(l) = 0.
0 0
@ W przypadku mieszanych warunkéw brzegowych, np. naturalnych w z =0

a podstawowych w x = [, powyzszy przepis stosujemy tylko dla brzegu
Dirichleta: znalez¢ u(z) take ze u(l) = u; oraz

/l(au'v' + bu'v + cuv) do — Mu(O)v(O) z/]l‘v dx —Mv(O) Vo (l)=0.
0 () 0 %))



Przyktad

@ Rozwazmy nastepujacy problem brzegowy:

—[2+sinz))] + v = 22 z€(0,5)
20/(0) +u(0) = 3,
u(d) = 2.

Dla tego zadania wspdtczynniki sa nastepujace:
a=2+sinz, b=0, c=1, f=z?

00:2, 60:17 70:37
up = 2. q

Wobec tego sformutowanie wariacyjne ma postac :

znalez¢ u(x) takie ze u(5) = 2 oraz

g sinQ) -
./ [(2 + sinz)u'v + uv]dz — MU(O)U(O) =

0 2
B(u,v)
5 2 : .
/ ? v de — %0(0) Yo : v(5) =0.
0

L(v)
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MES z aproksymacja wyzszego stopnia

@ Poprzednio zaktadaliSmy, ze funkcje ksztattu sa w elementach liniowe.
Obecnie dopusécimy wielomiany stopnia p > 1.

@ W tym celu wprowadzamy dodatkowo do kazdego z elementéw €Q; liczbe n;
réwnomiernie roztozonych punktéw (tacznie z koricami), zwanych dalej
weztami. Zdefiniujmy funkcje ksztattu ¢; tak, aby w kazdym z elementéw
byta wielomianem mozliwie najnizszego stopnia, ktéry przyjmuje w i-tym
wezle wartos¢ 1 a znika w pozostatych.

_ ) Lgdyi=j _
o) ={ o By i) =0

@ Wymaganie to oznacza, ze w elemencie zawierajacym wezet x; funkcja ¢;
musi by¢ wielomianem Lagrange’a stopnia p; = n; — 1. W elementach nie
zawierajacych wezta x; funkcja ¢; tozsamosciowo znika. Przyktady funkgji
ksztattu pokazuje rysunek.

q)l q)4 q)S q)Q q) 14
‘1 I2 3 4 ; “_//16_ - 7 rrrrr J 8 9 10 - ‘14
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@ Przyjecie zatozenia, ze ¢;(x;) = d;;, ma istotna zalete . Jesli przedstawimy
rozwiazanie jako kombinacje funkgji ksztattu: up(x) = Zf\;l a;¢;(x), to
parametry a,; mozna interpretowac jako wartosci rozwiazania w weztach x;:

N N
un(ay) =Y cidi(x;) = Y aidiy = ay,
=1 =1

co pozwala na fatwa intuicyjna interpretacje stopni swobody.

@ Wielomiany Lagrange’a definiuje sie w MES dwustopniowo: w pierwszym
kroku na odcinku jednostkowym K = [0, 1] zwanym elementem
wzorcowym, z weztami &; = %72’ =1,...,p+1.

Wielomian, ktéry znika we wszystkich weztach précz i-tego ma postaé

(€=&). - (E—&-1)(E—&iv1) .- (E—&n)
Aby dodatkowo sprawié, ze jego warto$¢ w &; wynosi 1, wystarczy to
wyrazenie podzieli¢ przez jego warto$¢ w &;:
v &) (€ &) (=) (€ &)
vile) = (& —&) - (G = &G-)(& = &it1) - (&G — &) @)
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@ W drugim kroku utworzymy wielomiany Lagrange'a %(@:) na faktycznym
elemencie K =[xz 4,z 5], zaktadajac, ze jest onobrazem K w odwzorowaniu:

Tk : x(§) =za+ (xp—za)é, (€K (3)
XA ‘ ‘ XB

X

0 1

Obrazy weztéw &; elementu K, x(&;), pokrywaja sie z weztami elementu
rzeczywistego, gdyz jedne i drugie sa réGwnomiernie roztozone.

Z tego wzgledu wielomian Lagrange’a na K mozemy zapisaé jako ztozenie:

Vi) = ;(E(x)), gdzie: &(x) = rora jest odwzorowaniemT "
B — XA

@ Powyzsza konstrukcje ;(x) okresla sie jako element parametryczny.
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Algorytm sktadania macierzy sztywnosci

@ Uzytecznos¢ metody elementéw skonczonych wynika z mozliwosci
sformutowania jej za pomoca algorytmoéw. Ponizej przedstawiamy jeden
z nich: skfadanie globalnych macierzy K i L z ich odpowiednikéw
elementowych.

@ Globalne funkcje ksztattu ¢; sa w poszczegdlnych elementach wielomianami
Lagrange'a, elementowymi funkcjami ksztattu 1, (badz trywialnie znikaja):

¢i|K = Y. (4)

@ Mozemy ustali¢ zwiazek miedzy numeracja funkcji globalnych oraz
numeracja funkcji elementowych. Oznaczmy symbolem o (i, K) numer
elementowej funkcji ksztattu w elemencie K, ktéra sktada sie na i-ta
funkcje globalna ¢;:

il = Vo(i,K) (5)

@ Analogicznie, niech symbol p(m, K) oznacza numer globalnej funkgji
ksztattu, na ktéra sktada sie m-ta elementowa funkcja ksztattu ¥,
w elemencie K:

T;Z}m = ¢p(m,K)\K~ (6)



Przyktad

@ Rozwazamy siatke przedstawiona na rysunku.Sktada sie ona z 5 elementéw i

13 weztdéw.
.ﬂi)z\‘ T‘ ¢7 q)n /T‘z
1 T3 4 s R 78 "9 10 1 12 13

w & ®  © )

@ Niektdre wartosci macierzy o (i, K) oraz p(m, K) sa nastepujace:

o(2,1)=2, 0(2,2)=1, 0(4,2)=3, o(7,3)=3,
p(2,1) =2, p(1,2)=2, p(3,2)=4, p(3,3)=T7

@ Przyktadowo chcac znalezé o (4, 2) sprawdzamy, ze 4 globalna funkcja
ksztattu jest 3 funkcja ksztattu w elemencie 2 (4 globalny wezet jest 3
weztem 2 elementu), wiec o(4,2) = 3.

@ Chcac znalez¢ p(3,3) sprawdzamy, ze 3 funkcja ksztattu elementu 3 sktada
sie na 7 globalna funkcje ksztattu (3 wezet elementu 3 jest globalnym 7
weztem), wiec p(3,3) = 7.
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Algorytm sktadania

@ Skorzystamy z mozliwosci rozbicia catkowania po odcinku [0,!] na sume
catek po elementach.

@ Skupmy uwage na sktadniku wektora obciazenie F; wyrazonym za pomoca

catki:
l
Fim [ foraa= 3 [ fouxds =3 [ Foagaode= 3 Lok
0 K:gi#0" K K:gi#0" K K:i#0
gdzie

Lﬁ = / fiomdx nazywamy elementowym wektorem obciazenia.
K

@ Ostatecznie:

Fi= Y LEi i, i=1,...,N. (7)
K:¢;#0
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Algorytm sktadania

@ Wzér ten mozemy przedstawi¢ w postaci algorytmu po lewej stronie:

F;=0, i=1,...,N F=0, i=1,....,N
fori=1,...,N for K=1,...,Knaz
for K: ¢; 20w K foorm=1,...,pxg +1
F; = Fi+LcIr((i,K) Fp(m,K) = p(m,K)"_Lﬁ
endfor K endfor m
endfor 2 endfor K

@ Ze wzgledu na efektywno$¢ obliczen , wygodnie jest uzywaé wersji tego
algorytmu z odwréconym porzadkiem petli: zewnetrzna po elementach K,
wewnetrzna po funkcjach ksztattu.

@ Przy takim podejsciu modyfikacji ulega posta¢ wyrazenia prezentujacego
obliczenie: w pierwszej wersji znany jest numer elementu K oraz globalnej
funkcji ksztattu ¢, znajdywany za$ numer funkcji elementowej jako o (i, K).

@ Przy odwréconym porzadku petli zag znany jest element K i numer
elementowej funkcji ksztattu m, numer odpowiedniej globalnej funkgji
ksztattu znajdziemy jako p(m, K). Wersje algorytmu z odwréconym
porzadkiem petli przedstawiono po prawej stronie.
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Przyktad

@ Obliczenie F5. Globalna funkcja ksztattu ¢o jest rézna od zera
w elementach 1 i 2, wiec sumowanie przebiega po K =1i K = 2.
W elemencie K = 1 globalna funkcja ¢ jest 2 funkcja ksztattu,
a w elemencie K = 2 globalna funkcja ¢ jest 1 funkcja ksztattu. Wobec
tego wynik sumowania ma postac:

Fy=L)+ 13

@ Obliczenie Fy. Globalna funkcja ksztattu ¢4 jest rézna od zera tylko
w elemencie 2, wiec sumowanie sprowadza sie do elementu K = 2.
W elemencie K = 2 globalna funkcja ¢4 jest 3 funkcja ksztattu. Wobec
tego wynik sumowania ma postaé:

F, =12

@ Zauwazmy, ze dla weztéw oddzielajacych elementy wyraz wektora
obciazenia jest suma elementowych wyrazéw wektoréw z dwu sasiednich
elementéw. Dla weztéw wewnetrznych elementu wyraz globalnego wektora
obciazenia jest odpowiednim wyrazem elementowego wektora obciazenia.
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Sktadanie macierzy sztywnosci

@ Analogicznie mozemy rozumowac¢ z macierza sztywnos$ci. Zatézmy, ze forma
B wyraza sie przez catke, ktdéra rozbijemy na sktadniki z poszczegdlnych
elementéw:

Kij = B(¢;,¢i) = Z / (a¢;\K¢2|K + b¢;|K¢i\K + cdjik G )dr =
R

2 gty /K(aw;@,,{)w;(i’,{) 0o Vo) + Vot )Ytk dE =

K
ZK:¢i,¢j¢OBU(i>K);U(j7K)’
gdzie

B,Ifm = /I((aip;lw;n + b b + cbpibm)dx to elementowa macierz sztywnosci

@ Ostatecznie:

Kij= Y BXiieix) ij=1....N. (8)
K:¢,_-,¢j;£0
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Algorytmy sktadania

@ Jak i poprzednio wyrazenie to mozemy przedstawi¢ za pomoca algorytmu
sktadania globalnej macierzy sztywnosci w dwu wersjach rézniacych sie
porzadkiem petli, wersjach pokazanych po lewej i prawej stronie:

K;;=0, i,j=1,...,N
fori=1,...,N
forj=1,....N
for K@ ¢5,¢; 0w K
Kij o= Kij + BY 1).0(.10)
endfor K
endfor i, j
Kij=0, 4,j=1,...,N
for K=1,..., Knaz
foorm=1,...,px+1
forn=1,...,px +1
Kp(m, 5),p(n,K) = Kp(m, K),p(n,5) + B,
endfor m,n
endfor K
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Przyktady zastosowania algorytmu sktadania

@ Obliczenie K. Globalna funkcja ksztattu ¢, jest rézna od zera
w elementach {1,2}, stad sumowanie przebiega po tym zbiorze wartosci K.
Biorac pod uwage , ze elementowe numery tej funkcji w tychze elementach
to 2 i 1 znajdujemy, ze:
Kapo = B%,2 + Bil
Obliczenie K5 4. Globalna funkcja ksztattu ¢, jest rézna od zera
w elementach {1,2}, za$ ¢4 tylko w elemencie {2}, stad sumowanie

ogranicza sie do czesci wspdlnej tych zbioréw, tj. elementu {2}. Biorac pod
uwage elementowe numery funkgcji ¢2 i ¢4 w tym elemencie znajdujemy, ze:

Ko 4= B%,e,
Obliczenie K5 ¢. Globalna funkcja ksztattu ¢ jest rézna od zera
w elementach {1,2}, za$ ¢ w elemencie {3}. Nie ma wiec wspdlnych

elementéw, gdzie te dwie funkcje bytyby niezerowe, zbiér sumowania
w algorytmie jest pusty, stad:

Ky =0.



