
Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice

Obliczenia elementowe: element trójka̧tny



Obliczenia elementowe – trójka̧t

Elementowe macierze sztywności i wektory obcia̧żenia maja̧ postać:

BKmn =

∫
K

(k∇ψn ·∇ψm+bψnψm) dx+

∫
ΓC∩∂K

pψnψm dS,

LKm =

∫
K

fψ dx+

∫
ΓC∩∂K

pûψm dS +

∫
ΓN∩∂K

σ̂ψm dS.

Podobnie jak w przypadku kwadratu do ca lkowania bȩdziemy wykorzystywać
kwadraturȩ Gaussa wyrażona̧ teraz za pomoca̧ wspó lrzȩdnych
barocentrycznych ζl punktów ca lkowania oraz zwia̧zanych z nimi wag wl:∫

K̂

g(ξ)dξ ≈
Ng∑
l=1

g(ζl)wl, gdzie K̂ − trójka̧t ξ1 ∈ [0, 1], ξ2 ∈ [0, 1− ξ1] /
element wzorcowy.

Jak i dla czworoka̧ta, BKmn i LKm wyrażaja̧ siȩ przez sk ladniki w postaci ca lek
podwójnych i pojedynczych, dla których konieczne sa̧ osobne procedury:

B̂Kmn =

∫
K

(k∇ψn ·∇ψm+bψnψm) dx, B̌Kmn =

∫
ΓC∩∂K

pψnψm dS,

L̂Km =

∫
K

fψm dx, ĽKm =

∫
ΓC∩∂K

pûψm dS +

∫
ΓN∩∂K

σ̂ψm dS.
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Formalnie procedura ca lkowania dla elementu trójka̧tnego jest analogiczna,
jak dla elementu czworoka̧tnego:

aby wykonać ca lkowanie numeryczne po elemencie K za pomoca̧
kwadratury Gaussa, stosujemy ca lkowanie przez podstawienie biora̧c pod
uwagȩ fakt, że element K jest obrazem K̂ w odwzorowaniu TK : x = x(ξ):

BKmn =

∫
K

(k∇ψn ·∇ψm + bψnψm) dx =∫
K̂

(k∇ψn · ψm + bψnψm)x=x(ξ)

∂(x1, x2)

∂(ξ1, ξ2)︸ ︷︷ ︸
g(ξ)

dξ ≈
Ng∑
l=1

g(ξ(ζl))wl.

gdzie ξ(ζ) : ξ1 = ζ2, ξ2 = ζ3.Wykorzystalísmy tu jakobian odwzorowania
TK :

∂(x1, x2)

∂(ξ1, ξ2)
= det


∂x1

∂ξ1

∂x1

∂ξ2
∂x2

∂ξ1

∂x2

∂ξ2
.

 ,
oznaczany też czȩsto przez J . Odwzorowanie TK projektuje siȩ najczȩściej
tak że J > 0. W przeciwnym razie uwzglȩdniamy w ca lkowaniu |J |.
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Detale – element trójka̧tny

Jak i dla czworoka̧ta, ca lkowanie wed lug przedstawionego wzoru wymaga
obliczania wartości funkcji podca lkowej w kolejnych punktach ca lkowania.
Różnica polega na wyborze punktów ca lkowania ξl jako ξl = ξ(ζl),
gdzie ζl to punkty Gaussa na trójka̧cie, zaś ξ(ζ) : ξ1 = ζ2, ξ2 = ζ3.
Realizacja tych obliczeń jest nastȩpuja̧ca:

Po lożenie x punktu na elemencie rzeczywistym K odpowiadaja̧ce punktowi
ca lkowania ξl = ξ(ζl) obliczamy wed lug definicji odwzorowania TK :

x(ξl) =

n∑
i=1

ψ̂i(ξ
l)xi,

gdzie xi oznacza wspó lrzȩdne wȩz lów elementu.

Wartości funkcji kszta ltu w punkcie ca lkowania x(ξl) zgodnie z definicja̧
pokrywaja̧ siȩ z wartościami funkcji kszta ltu na K̂ w ξl:

ψm(x(ξl)) = ψ̂m(ξl).

Oczywíscie możemy wymiennie używać wspó lrzȩdnych kartezjańskich ξ lub
polowych ζ wed lug ich relacji: ξ1 = ζ2, ξ2 = ζ3 (oraz ζ1 = 1− ξ1 − ξ2).

Maj , 2020 4 / 12



Powtarzamy w 100% kroki procedury znanej nam dla czworoka̧ta:

Wartości pochodnych funkcji kszta ltu ψm(x) wzglȩdem wspó lrzȩdnych x
na elemencie rzeczywistym K otrzymujemy różniczkuja̧c obustronnie
definicjȩ ψm(x) = ψ̂m(ξ(x)) i korzystaja̧c z twierdzenia o różniczkowaniu
funkcji z lożonej w wielu wymiarach:

ψm(x) = ψ̂m(ξ(x)),

/
∂

∂xi
∂ψm
∂xi

=

2∑
j=1

∂ψ̂m
∂ξj

∂ξj
∂xi

.

Wystȩpuja̧ce tu pochodne ∂ξj/∂xi obliczamy korzystaja̧c z faktu, że
macierz jakobianowa pochodnych odwzorowania odwrotnego T−1

K jest
macierza̧ odwrotna̧ do macierzy jakobianowej dla TK . W pierwszym kroku
obliczamy wiȩc pochodne odwzorowania TK w punkcie ca lkowania:

∂xk
∂ξl

=

N∑
i=1

∂ψ̂i
∂ξl

xik, k, l = 1, 2.

W drugim kroku zaś obliczamy macierz poszukiwanych pochodnych jako
macierz odwrotna̧ do obliczonej powyżej:{

∂ξk
∂xl

}
k,l=1,2

=

{
∂xk
∂ξl

}−1

k,l=1,2

.
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Jakobian obliczamy jako wyznacznik macierzy ∂xi/∂ξj :

∂(x1, x2)

∂(ξ1, ξ2)
= det

{
∂xk
∂ξl

}
k,l=1,2

.

Obliczenie tego wyznacznika dokonuje siȩ podczas odwracania ∂xi/∂ξj .

Pewna̧ różnicȩ dla trójka̧ta w porównaniu z elementem czworoka̧tnym

stanowi sposób obliczania pochodnych funkcji kszta ltu ∂ψ̂m

∂ξi
, gdyż jak

widzielísmy, przedstawia siȩ je za pomoca̧ wspó lrzȩdnych barocentrycznych
ζ a nie kartezjańskich ξ.

Można tu wykorzystać różniczkowanie funkcji z lożonej:

ψ̂m(ξ) = ψ̂m(ζ(ξ))

/
∂

∂ξi
∂ψ̂m
∂ξi

=

3∑
j=1

∂ψ̂m
∂ζj

∂ζj
∂ξi

.

gdzie ζ1 = 1− ξ1 − ξ2, ζ2 = ξ1, ζ3 = ξ2 wiȩc:

∂ζ1
∂ξ1

= −1,
∂ζ1
∂ξ2

= −1,
∂ζ2
∂ξ1

= 1,
∂ζ2
∂ξ2

= 0,
∂ζ3
∂ξ1

= 0,
∂ζ3
∂ξ2

= 1.
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Obliczenia elementowe – sk ladniki brzegowe

Rozważmy obecnie drugi sk ladnik elementowej macierzy sztywności
wyrażaja̧cy siȩ za pomoca̧ ca lki po brzegu elementu:

B̌Kmn =

∫
ΓC∩∂K

pψnψm dS.

Powtarzamy tu znów w dużej czȩści procedurȩ dla czworoka̧ta:

”Jest to ca lka krzywoliniowa niezorientowana. Procedura jej obliczania
sprowadza siȩ do przedstawienia jej jako zwyczajnej ca lki oznaczonej
z zastosowaniem parametryzacji odcinka brzegu x = x(t), t ∈ [0, 1],
a nastȩpnie przybliżeniu ca lki oznaczonej za pomoca̧ jednowymiarowej
kwadratury Gaussa:”

B̌Kmn =

∫
ΓC∩∂K

pψnψmdS =

∫ 1

0

(pψnψm) |x=x(t)

√(
dx1

dt

)2

+

(
dx2

dt

)2

︸ ︷︷ ︸
g(t)

dt ≈

≈
Ng∑
l=1

g(tl)wl,
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Parametry tl i wl sa̧ odpowiednio punktami ca lkowania i wagami
jednowymiarowej kwadratury Gaussa, zaś parametryzacja brzegu ∂K jest
obciȩciem odwzorowania TK do boku elementu wzorcowego K̂
odpowiadaja̧cego ∂K.

x(t) =

N∑
i=1

ψ̂i(ξ(t))xi.

Dla kolejnych boków trójka̧ta można przyja̧ć tȩ parametryzacjȩ zak ladaja̧c
nastȩpuja̧ce opisy ξ(t):

(ξ1, ξ2) = (t, 0), t ∈ [0, 1] na poziomej przyprostoka̧tnej elementu wzorcowego,

(ξ1, ξ2) = (0, t), t ∈ [0, 1] na pionowej przyprostoka̧tnej elementu wzorcowego,

(ξ1, ξ2) = (t, 1− t), t ∈ [0, 1] na jego przeciwprostka̧tnej.

Obliczenia elementowe zilustrujemy na przyk ladzie nastȩpuja̧cej formy
dwuliniowej i funkcjona lu liniowego:

B(u, v) =

∫
Ω

∇u ·∇v dx, L(v) =

∫
ΓN

1 · v dS.

przy czym pozioma przyprostoka̧tna trójka̧ta wzorcowego odpowiada
brzegowi ΓN . W ca lkowaniu 2D zastosujemy jednopunktowa̧ kwadraturȩ
Gaussa z punktem ca lkowania i waga̧: ζ1 = ( 1

3 ,
1
3 ,

1
3 ), w1 = 1

2 .
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Obliczenia elementowe – przyk lad

Obliczenia przeprowadzimy dla elementu trójka̧tnego stopnia p = 1, którego
wȩz ly (wierzcho lki) maja̧ nastȩpuja̧ce po lożenia:

x1 = (2, 1), x2 = (6, 2), x3 = (1, 4).

Przypomnijmy wpierw liniowe funkcje kszta ltu na trójka̧cie wzorcowym:

ψ̂1(ξ1, ξ2) = ζ1 = 1− ξ1 − ξ2,
∂ψ̂1

∂ξ1
= −1,

∂ψ̂1

∂ξ2
= −1,

ψ̂2(ξ1, ξ2) = ζ2 = ξ1,
∂ψ̂2

∂ξ1
= 1,

∂ψ̂1

∂ξ2
= 0,

ψ̂3(ξ1, ξ2) = ζ3 = ξ2,
∂ψ̂3

∂ξ1
= 0,

∂ψ̂3

∂ξ2
= 1.

Plan obliczeń jest nastȩpuja̧cy:

1. x(ξ),
∂xi
∂ξj

,
∂ξi
∂xj

,
∂(x1, x2)

∂(ξ1, ξ2)
= J,

2.
∂ψi
∂xj

=
∂ψ̂

∂ξk

∂ξk
∂ξj

, BKmn.
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Obliczenia elementowe – przyk lad

Obliczymy wartości odwzorowaniax(ξ) i jego pochodnych:

x(ξ) =

3∑
i=1

ψ̂i(ξ)xi, gdzie x1 = (2, 1), x2 = (6, 2), x3 = (1, 4).

Dla wspó lrzȩdnej x1:

x1(ξ1, ξ2) = 2 · (1− ξ1 − ξ2) + 6 · ξ1 + 1 · ξ2
∂x1

∂ξ1
= 2 · (−1) + 6 · 1 + 1 · 0 = 4,

∂x1

∂ξ2
= 2 · (−1) + 6 · 0 + 1 · 1 = −1.

Dla wspó lrzȩdnej x2:

x2(ξ1, ξ2) = 1 · (1− ξ1 − ξ2) + 2 · ξ1 + 4 · ξ2,
∂x2

∂ξ1
= 1 · (−1) + 2 · 1 + 4 · 0 = 1,

∂x2

∂ξ2
= 1 · (−1) + 2 · 0 + 4 · 1 = 3.
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Otrzymalísmy wiȩc:{
∂xi
∂ξj

}
=

[
4 −1
1 3

]
, det = 4 · 3− (−1) · 1 = 13 = J,

{
∂ξi
∂xj

}
=

{
∂xi
∂ξj

}−1

=

[
3
13

1
13

−1
13

4
13

]
Pochodne funkcji kszta ltu wzglȩdem wspó lrzȩdnych kartezjańskich x1, x2:

∂ψ1

∂x1
=
∂ψ̂1

∂ξ1

∂ξ1
∂x1

+
∂ψ̂1

∂ξ2

∂ξ2
∂x1

= (−1) · 3

13
+ (−1) · −1

13
= − 2

13
,

∂ψ1

∂x2
=
∂ψ̂1

∂ξ1

∂ξ1
∂x2

+
∂ψ̂1

∂ξ2

∂ξ2
∂x2

= (−1) · 1

13
+ (−1) · 4

13
= − 5

13
.

Obliczenie wyrazu macierzy sztywności B̂K1,1:

B̂K1,1 =

∫
K

∇ψ1 ·∇ψ1 dx =

∫
K̂

(∇ψ1 ·∇ψ1 · J)x=x(ξ)︸ ︷︷ ︸
g(ξ)

dξ ≈
Ng∑
l=1

g(ξl)wl =

∇ψ1 ·∇ψ1 J |ξ=( 1
3 ,

1
3 )︸ ︷︷ ︸

g(ξ1
)

·1
2

=

(
−2

13
,
−5

13

)
·
(
−2

13
,
−5

13

)
∗ 13 ∗ 1

2
=

29

26
≈ 1.115.
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Wektor obcia̧żenia – ca lka po brzegu

Wektor obcia̧żenia wyraża siȩ w naszym przyk ladzie przez ca lkȩ po brzegu
elementu. Opis parametryczny brzegu jest nastȩpuja̧cy:

x(t) =

3∑
i=1

ψ̂i(ξ(t))xi, przy ξ(t) = (t, 0), tj. ξ1 = t, ξ2 = 0.

Dla wspó lrzȩdnej x1:

x1(t) = (1− t− 0) · 2 + t · 6 + 0 · 1 = 4t+ 2,
dx1

dt
= 4.

Dla wspó lrzȩdnej x2:

x2(t) = (1− t− 0) · 1 + t · 2 + 0 · 4 = t+ 1,
dx2

dt
= 1.

Obliczenie LK1 = ĽK1 – 1-punktowy Gauss w 1D, ξ1 = 1
2 , w

1 = 1:

ĽK1 =

∫
∂K∩ΓN

1 · ψ1dS =

∫ 1

0

1 · ψ1(ξ(t))

√(
dx1

dt

)2

+

(
dx2

dt

)2

︸ ︷︷ ︸
g(t)

dt ≈

Ng∑
l=1

g(tl)wl = 1 · (1− t− 0)|t= 1
2
·
√

42 + 12 · 1 =
1

2
·
√

17 ≈ 2.062.
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