Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice

Obliczenia elementowe: element tréjkatny




Obliczenia elementowe — tréjkat

@ Elementowe macierze sztywnosci i wektory obciazenia maja postac:

BE, = /K (k- Vbbb ) da + / Pt dS,

TeNOK
LE = / fap dx + / plh, dS + / Y dS.
K T'ecnNOK I'nNOK

@ Podobnie jak w przypadku kwadratu do catkowania bedziemy wykorzystywaé
kwadrature Gaussa wyrazona teraz za pomoca wspétrzednych
barocentrycznych Cl punktéw catkowania oraz zwiazanych z nimi wag w':

/ g(§)dé ~ %g:g(cl)wl, gdzie K — tréjkat & €[0,1],& € [0,1-&] /
K =1

element wzorcowy.

@ Jak i dla czworokata, BE i LK wyrazaja sie przez sktadniki w postaci catek

podwdjnych i pojedynczych, dla ktérych konieczne sa osobne procedury:

B, = / (K - Vibitbptb) dz, B, = / PUntim dS,
K N

cNOK
£ = [ o . = [ pindst [ s
K TcNOK T'nvNOK
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@ Formalnie procedura catkowania dla elementu tréjkatnego jest analogiczna,
jak dla elementu czworokatnego:
aby wykona¢ catkowanie numeryczne po elemencie K za pomoca
kwadratury Gaussa, stosujemy catkowanie przez podstawienie biorac pod
uwage fakt, ze element K jest obrazem K w odwzorowaniu Tk : @ = x(§):

Bl = [ (6V0n Vit by, ds =
K

N,

. 0x1,22) Lo N e !

[Tt )iy e dE > aleu

9(§)
gdzie £(¢) : & = (2, &2 = (3. WykorzystaliSmy tu jakobian odwzorowania
Tk:
3 or,  om
(w1, 22) 06 0%
0Ene) | om om |

06 9

oznaczany tez czesto przez J. Odwzorowanie Tk projektuje sie najczesciej
tak ze J > 0. W przeciwnym razie uwzgledniamy w catkowaniu |.J|.
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Detale — element tréjkatny

@ Jak i dla czworokata, catkowanie wedtug przedstawionego wzoru wymaga
obliczania wartosci funkcji podcatkowej w kolejnych punktach catkowania.
Réznica polega na wyborze punktéw catkowania &' jako &' = E(Cl),
gdzie ¢! to punkty Gaussa na tréjkacie, zas £(¢) : & = (o, &o = Ca.
Realizacja tych obliczen jest nastepujaca:

@ Potozenie x punktu na elemencie rzeczywistym K odpowiadajace punktowi
catkowania &' = £(¢') obliczamy wedtug definicji odwzorowania Tk:

n
1 PR
x(g) = (g,
i=1
gdzie = oznacza wspétrzedne weztéw elementu.

@ Wartosci funkgji ksztattu w punkcie catkowania ai(El) zgodnie z definicja
pokrywaja sie z wartosciami funkcji ksztattu na K w El:

Y (@(€)) = P (&)
Oczywiscie mozemy wymiennie uzywaé wspdtrzednych kartezjanskich & lub
polowych ¢ wedtug ich relacji: & = (o, & =3 (oraz {1 =1—& —&).
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@ Powtarzamy w 100% kroki procedury znanej nam dla czworokata:

@ Wartosci pochodnych funkgji ksztattu ., (x) wzgledem wspétrzednych x
na elemencie rzeczywistym K otrzymujemy rézniczkujac obustronnie
definicje 1, () = m(€(x)) i korzystajac z twierdzenia o rézniczkowaniu
funkcji ztozonej w wielu wymiarach:

() = U@, o

0V N, OE;
o0x; Z o Oz

@ Wystepujace tu pochodne 9¢;/0z; obliczamy korzystajac z faktu, ze
macierz jakobianowa pochodnych odwzorowania odwrotnego Tgl jest
macierza odwrotna do macierzy jakobianowej dla Tx. W pierwszym kroku
obliczamy wiec pochodne odwzorowania Tk w punkcie catkowania:

6l‘k (’w, i
Ty, =1,2.
06 ZZ: 08

W Srepim trelsy a8 oBliczamy masigg poseulkinanyeh pochodnych jako

fou) _fon)”
Oy k=12 &, k,l=1,2
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@ Jakobian obliczamy jako wyznacznik macierzy dz;/0¢;:

(w1, x2) —de t{@xk}
&1, &) 08 Jygzin

Obliczenie tego wyznacznika dokonuje sie podczas odwracania Ox;/9¢;.

@ Pewna réznice dla trojkata w pordwnaniu z elementem czworokatnym

stanowi sposdb obliczania pochodnych funkcji ksztattu wﬁ”, gdyz jak
widzieliSmy, przedstawia sie je za pomoca wspo’rrzednych barocentrycznych
¢ a nie kartezjaniskich &.

@ Mozna tu wykorzystac rézniczkowanie funkgji ztozonej:

0
98

(€)= Pmn(C(E)) /
M, Z b OC;

o&; ¢ &
gdzie (1 =1 — &1 — &2, (2 = &1, (3 = &2 wiec:
0 _ 4 0 _ 9, 0G _ 9 _ oy 9 _y
06 T 08 ’ 06 T 08 ’ 06 T 0& '
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Obliczenia elementowe — sktadniki brzegowe

@ Rozwazmy obecnie drugi sktadnik elementowej macierzy sztywnosci
wyrazajacy sie za pomoca catki po brzegu elementu:

B, = / Pnthm dS.
T'cNOK

@ Powtarzamy tu znéw w duzej czesci procedure dla czworokata:
" Jest to catka krzywoliniowa niezorientowana. Procedura jej obliczania
sprowadza sie do przedstawienia jej jako zwyczajnej catki oznaczonej
z zastosowaniem parametryzacji odcinka brzegu x = x(t), t € [0, 1],

a nastepnie przyblizeniu catki oznaczonej za pomoca jednowymiarowej
kwadratury Gaussa:”

K ! diCl 2 dl’g 2
an = P¢n¢mds = (PT/Jn1/)m) |:1:::1:(t) — + | — dt ~
TeNdK 0 dt dt

Ng g(t)
~ D gt
=1
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@ Parametry t! i w' sa odpowiednio punktami catkowania i wagami

jednowymiarowej kwadratury Gaussa, zas parametryzacja brzegu 9K jest
obcieciem odwzorowania Tk do boku elementu wzorcowego K
odpowiadajacego 0K.

Dla kolejnych bokdw tréjkata mozna przyjac te parametryzacje zaktadajac
nastepujace opisy &(t):

(&1,&2) = (¢,0), t € [0,1] na poziomej przyprostokatnej elementu wzorcowego,
(&1,&2) = (0,t), t € [0,1] na pionowe] przyprostokatnej elementu wzorcowego,
(&1,&2) = (t,1 —1t), t €[0,1] na jego przeciwprostkatnej.

@ Obliczenia elementowe zilustrujemy na przyktadzie nastepujacej formy
dwuliniowej i funkcjonatu liniowego:
/ 1-vdS.
I'n

B(u,v) = / Vu-Vudz, Lv)
Q
przy czym pozioma przyprostokatna tréjkata wzorcowego odpowiada
brzegowi I'y. W catkowaniu 2D zastosujemy jednopunktowa kwadrature

Gaussa z punktem catkowania i waga: ¢' = (3,3, 1), w! = 1.



Obliczenia elementowe — przyktad

@ Obliczenia przeprowadzimy dla elementu tréjkatnego stopnia p = 1, ktdrego
wezty (wierzchotki) maja nastepujace potozenia:

! =(2,1), 2*=(6,2), =*=(1,4).

@ Przypomnijmy wpierw liniowe funkcje ksztattu na tréjkacie wzorcowym:

- o o
V1(&1,&) =G =156 — &, %Z—L %2—17
. o o
¢2(§1a€2>:<-2:£1a 871512:17 877521:0,
" o o
Ba(61,8) = G = &, a—’é’f 0, 8—2”23 1
@ Plan obliczen jest nastepujacy:
1. w(£)7 8:10, 8& 6(1'171'2) _ J,

& 0w’ 96, &)
i 9P O BK
' 8xj 8§]€ 8§J ’ mn’
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Obliczenia elementowe — przyktad

@ Obliczymy wartosci odwzorowania () i jego pochodnych:

x(€) = Zq&i(g)mi, gdzie ' = (2,1), 2> =(6,2), x® = (1,4).

@ Dla wspétrzednej x1:

21(61,62) =2-(1-& —&)+6-&+1-&

8x1

9 (—1)+6-14+1-0=4,
oe, ~ 2 Y

91 (1) 46-04+1-1=—1
&2 '

@ Dla wspétrzednej x5:
2(81,82) =1- (1 =& — &) +2-& +4- &

6352

T2 (-1 +2-144.0=1,
o6, (1)

9% (C1)42.044.1=3
3 '
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@ Otrzymalismy wiec:
81‘,' _ 4 -1
(e[t ] v
{a@}_{am}‘l_ 1
8:ch 8fj %31 %

@ Pochodne funkgcji ksztattu wzgledem wspédtrzednych kartezjanskich z1, x5
0Py 6‘@/;1 931 31211 0&2 3 -1 2
2P TR TR () (—]) s — = =2
8331 861 8$1 + 852 8331 ( ) 13 +( ) 13 137

O 31/11 3% O 06 1 4 5
83:2 851 8$2 T 652 (933‘2 ( ) 13 +( ) 13 13

@ Obliczenie wyrazu macierzy sztywnosci B1 RE

B11—/ Vi1 - Vi dm:/ (Vo1 - Vapy - J) g x(&) 4~ Zg

9(§)
Lo (22 25 (22 5)) 3. L2 s
13" 13 2 6

V- Vi Jle_an 5= (13013
a(&h




Wektor obciazenia — catka po brzegu

@ Wektor obciazenia wyraza sie w naszym przyktadzie przez catke po brzegu
elementu. Opis parametryczny brzegu jest nastepujacy:

3
x(t) = Z?ﬁi(é(t))wi, przy &(t) = (£,0), ti. & =1,&=0.

Dla wspétrzednej 1:

d
21()=(1—t—0)-24t-64+0-1=14t+2, %:4.
Dla wspétrzednej x5:
d
o) =(1—t—0)-14t-24+0-4=1t+1, %:1,

@ Obliczenie L¥ = L - 1-punktowy Gauss w 1D, £ = %, L=1:

w
” ! dri\? drs \ 2
K _ . _ . &1 &tz ~

Ng g(t)

1
d gt =1- (1=t =0)|,my - V42 +12 1= 5 V1T = 2.062.
=1
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