Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice

Obliczenia elementowe: element czworokatny




@ Przypomnijmy, ze globalna macierz sztywnosci K i wektor obciazenia F'
budujemy za pomoca algorytmoéw sktadania z elementowych macierzy
sztywnosci i wektoréw obciazenia:

TcNOK (1)
= [ fomdss [ piwnas+ [ ounas
K TondK CnNOK

@ Naszym celem jest sformutowanie efektywnych algorytmdw obliczania tych
wielkosci. Podstawowa procedura wykorzystywana do obliczen bedzie
catkowanie numeryczne za pomoca kwadratury Gaussa, ktéra zapiszemy dla
przypadku dwuwymiarowego nastepujaco:

N,
- . I 1 Lo 2 _ kwadrat jednostkowy /
/f(g(&)dﬁ - ;g(ﬁ Jw', gdzie K =[0,1] element wzorcowy. (2

K i LE wyrazaja sie przez sktadniki w postaci catek
podwdjnych i pojedynczych, dla ktérych konieczne sa osobne procedury:

@ Zauwazamy, ze BX

B, = / (K - Vbtbbnto) e, BE, = / Pt dS,

K TcNOK (3)
LE = / fthm dz, LE = / plihy, dS + / 61h dS.

K TI'cNOK I'nNOK
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Elementowa macierz sztywnosci - catka podwdjna

@ Aby wykonaé catkowanie numeryczne po elemencie K za pomoca
kwadratury Gaussa, stosujemy catkowanie przez podstawienie biorac pod
uwage fakt, ze element K jest obrazem K w odwzorowaniu Tk : & = x(§):

Blw= [ (590, Vi b do =
K

NQ
/K (EV 4 - Vb + Wonthm) g e ‘m g ~ ;g(gz)wz_ (4)
9(§)
gdzie wykorzystaliémy jakobian odwzorowania Tk :
oz, 0 0
8((5;522)) - det ai afs ’ ()
9% &

oznaczany tez czesto przez J. Odwzorowanie Tk projektuje sie najczesciej
tak ze J > 0. W przeciwnym razie uwzgledniamy w catkowaniu |.J|.
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@ Catkowanie wedtug przedstawionego wzoru wymaga obliczania wartosci
funkcji podcatkowej w kolejnych punktach catkowania. Realizacja tych
obliczen jest nastepujaca:

@ Potozenie x punktu na elemencie rzeczywistym K odpowiadajace punktowi
catkowania &' obliczamy wedtug definicji odwzorowania T :

2(g) = Y hi(€)e" ©)

gdzie = oznacza wspétrzedne weztéw elementu.

@ Wartosci funkcji ksztattu w punkcie catkowania ai(sl) zgodnie z definicja
pokrywaja sie z wartosciami funkcji ksztattu na K w .';“l:

¢m(m(£l)) = ij(gl) (7)
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@ Wartosci pochodnych funkgji ksztattu v, () wzgledem wspétrzednych x
na elemencie rzeczywistym K otrzymujemy rézniczkujac obustronnie
definicje 1, () = 1y, (€(x)) i korzystajac z twierdzenia o rézniczkowaniu
funkgcji ztozonej w wielu wymiarach:

9]

(@) = Unle(e). [

awm O, OE; (8)
Z 0¢; asz

@ Wystepujace tu pochodne 0¢;/0x; obliczamy korzystajac z faktu, ze
macierz jakobianowa pochodnych odwzorowania odwrotnego TIQI jest
macierza odwrotna do macierzy jakobianowej dla Tx. W pierwszym kroku
obliczamy wiec pochodne odwzorowania Tk w punkcie catkowania:

O Z Wi k-1, 9)

08 5&

W drugim kroku za$ obliczamy macierz poszukiwanych pochodnych jako
macierz odwrotna do obliczonej powyzej:

-1
{(%k} _ {axk} . (10)
Oy k,l=1,2 & k,=1,2
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@ Jakobian obliczamy jako wyznacznik macierzy dzx;/0¢;:

8(:101@2) o {81'16}
——= =d —_— .
9En6) 0 S s (11)

Obliczenie tego wyznacznika dokonuje sie podczas odwracania Ox;/9¢;.

@ Rozwazmy obecnie drugi sktadnik elementowej macierzy sztywnosci
wyrazajacy sie za pomoca catki po brzegu elementu:

B, = / Pnthm dS. (12)
TcNOK

Jest to catka krzywoliniowa niezorientowana. Procedura jej obliczania
sprowadza sie do przedstawienia jej jako zwyczajnej catki oznaczonej
z zastosowaniem parametryzacji odcinka brzegu @ = x(t), t € [0, 1],
a nastepnie przyblizeniu catki oznaczonej za pomoca jednowymiarowej
kwadratury Gaussa:

=K L dwl 2 dxz 2
an = pwnwmds = (P¢n¢m) |CC::13(t) 7 + | = dt ~
IOk 0 dt dt

Ny : . g(t)
g(t)w',
1

Q

-~
Il

(13)
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Przyktad

@ Parametry t! i w' sa odpowiednio punktami catkowania i wagami
jednowymiarowej kwadratury Gaussa, za$ parametryzacja brzegu 0K jest
obcieciem odwzorowania Tk do boku elementu wzorcowego K
odpowiadajacego OK . Przyktadowo, jedli jest to prawy pionowy bok K, to

N
z(t) = Zzﬁz(g(t))wl, (&1, &) =(L,1), telo,1]. (14)
i=1

@ Obliczenia elementowe zilustrujemy na przyktadzie elementu czworokatnego
pokazanego na rysunku. Przyjmijmy, ze forma dwuliniowa i funkcjonat
liniowy sa nastepujace:

B(u,v):/QV'wV’u dz, L(v):/F 1-vdS. (15)

przy czym pierwszy bok czworokata lezy na I'y.
Zastosujemy jednopunktowa kwadrature Gaussa z punktem catkowania
iwaga €' = (3,3), w' = 1.
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@ Element czworokatny stopnia p = 1.

x, A

(2.8

3.1 1

@ W pierwszym kroku obliczymy warto$¢ odwzorowania x (&) ijego pochodnych:

4
x(€) = i)', gdzie ' = (3,1), = (9,3), a°=(10,7), =* = (2,8).
=1
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@ Dla wspdtrzednej x1 otrzymujemy:
z1 = [3(1 = &) (1 = &) +961(1 — &) + 106182 + 2(1 — §1)&2 (¢, ey)=(2,1) = 6

Jr

(97511 =[-3(1=&) +9(1 — &) + 108, — 252](51752):(%’%) =1,

oz

57521 =[-3(1=&) — 96 + 108 +2(1 — 51)](&@2):(%7%) =0,
za$ dla wspétrzednej xs:

19
w2 = [1(1 = &) (1 = &) + 36 (1 = &) + 766 + 8(1 = &1)&2g, e0)=(3.3) =
8%2 1
9 [—1(1 = &2) +3(1 = &2) + 762 — 82 (¢, ey)=(1,1) = >
61‘2 11

9 [FL1 = &) =36+ 76 +8(1 = &)l(g, e0)=3.0) = 5

@ W punkcie catkowania mamy wiec:

= ,  J=det ==, = Y :
{853} [ 3 9 o 2 Ox; at A,
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@ Znajdujemy pochodne elementowej funkcji ksztattu ¢ wzgledem
zmiennych z; w punkcie catkowania:

O 0106 [ Ly 2L __ 1o
0wy 0% Oy { 1-&)7-0-4) 77](§h€”:4;7; BT
o Oy 9&; 2 1
=2 o | (1-6)-0—-(1—&)— =——.
e = g 0ey = |1 0= 51)11}(%)_(;,;) i

@ Wyraz B{fl = B{%| macierzy sztywnosci mozemy obliczy¢ nastepujaco:

g

BE, = /K (Vi - V) lomaiey = 3 (Vibr - Vi) |y =
=1

0 1 0 1 77
S N I (R . 1 ~ 0.4805.
( 154° 11) ( 154° 11) < g bR 0480

@ Przejdzmy teraz do obliczenia wektora obciazenia wyrazonego za pomoca
catki krzywoliniowej po dolnym boku elementu. Jego opis parametryczny,
przy t € [0,1], jest nastepujacy:

4

(€M) = D_i(€)2'lei=rg=0 = (3,1)(1 =) + (9,3)t = (3+ 61, 1+ 21),

dl‘l 6 d.fl?z
— =6, i
dt dt
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@ Wyraz LE = L wektora obciazenia obliczamy nastepujaco:

e [ e (%) (%) ~

g(t)

g?l b1 ((&(t))) \/(CZCJ)Z(%)Z cwt=1-(1- %)\/m 1 = 3.1623.

dt
t=g!

@ W rozpatrywanym przyktadzie nie wystepowaty sktadniki BEX i LK.

mn

Obliczenie BX sprowadzatoby sie do wykorzystania powyzszego wzoru
z podstawieniem:

dzy 2 dxo 2
9(t) = pnthm (dt) + <dt> przy & =t,& = 0.

@ Obliczenie IA/ffL miatoby postac:

R xhxﬁ

g(€ )
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