
Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice

Algorytmy sk ladania macierzy sztywności

i wektora obcia̧żenia w 2D



Jak pamiȩtamy jednym z pierwszych algorytmów, które zbudowalísmy
dla MES w 1D by l algorytm sk ladania globalnych macierzy sztywności
i wektorów obcia̧żenia z ich odpowiedników elementowych. Podobnie
stworzymy te algorytmy dla MES w 2D.

Globalne funkcje kszta ltu φi sa̧ w poszczególnych elementach
elementowymi funkcjami kszta ltu ψm (ba̧dź trywialnie znikaja̧):

φi|K = ψm. (1)

Możemy ustalić zwia̧zek miȩdzy numeracja̧ funkcji globalnych oraz
numeracja̧ funkcji elementowych. Oznaczmy symbolem σ(i,K) numer
elementowej funkcji kszta ltu w elemencie K, która sk lada siȩ na i-ta̧
funkcjȩ globalna̧ φi:

φi|K = ψσ(i,K) (2)

Analogicznie, niech symbol ρ(m,K) oznacza numer globalnej funkcji
kszta ltu, na która̧ sk lada siȩ m-ta elementowa funkcja kszta ltu ψm
w elemencie K:

ψm = φρ(m,K)|K . (3)
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Rozważamy siatkȩ 4× 3 elementów stopnia p = 2 przedstawiona̧ na
rysunku. Sk lada siȩ ona z 12 elementów i 63 wȩz lów. Przyjȩta̧ przyk ladowa̧
numeracjȩ elementowa̧ wȩz lów przedstawiono w elemencie poniżej.

Niektóre wartości macierzy σ(i,K) odczytujemy jako nastȩpuja̧ce:

σ(17, 1) = 9, σ(18, 5) = 4, σ(25, 5) = 5,

σ(47, 12) = 1, σ(62, 12) = 6, σ(33, 8) = 7.
(4)

Przyk ladowo, chca̧c znaleźć σ(17, 1) sprawdzamy, że 17 globalna funkcja
kszta ltu jest 9 elementowa̧ funkcja̧ kszta ltu w elemencie 1 (17 globalny
wȩze l jest 9 wȩz lem 1 elementu), wiȩc σ(17, 1) = 9.

Wybrane wartości macierzy ρ(m,K) odczytujemy jako nastȩpuja̧ce:

ρ(9, 1) = 17, ρ(4, 5) = 18, ρ(5, 5) = 25,

ρ(1, 12) = 47, ρ(6, 12) = 62, ρ(7, 8) = 33.
(5)

Chca̧c znaleźć ρ(4, 5) sprawdzamy, że 4 funkcja kszta ltu elementu 5 sk lada
siȩ na 18 globalna̧ funkcjȩ kszta ltu (4 wȩze l elementu 5 jest globalnym 18
wȩz lem), wiȩc ρ(4, 5) = 18.
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Siatka elementów czworoka̧tnych stopnia p = 2. Numeracja globalna
i elementowa wȩz lów
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Weźmy pod uwagȩ definicjȩ wektora obcia̧żenia w 2D MES, sk ladnika
wyrażaja̧cego siȩ przez ca lki. Wykorzystajmy możliwość rozbicia tych ca lek
na sk ladniki z poszczególnych elementów:

Fi = L(φi) =

∫
Ω

fφi dx+

∫
ΓC

pûφi dS +

∫
ΓN

σ̂φi dS =∑
K:φi 6=0

{∫
K

fφi|K dx+

∫
ΓC∩∂K

pûφi|K dS +

∫
ΓN∩∂K

σ̂φi|K dS

}
=∑

K:φi 6=0

{∫
K

fψσ(i,K) dx+

∫
ΓC∩∂K

pûψσ(i,K) dS +

∫
ΓN∩∂K

σ̂ψσ(i,K) dS

}
(6)

Zdefiniujmy elementowy wektor obcia̧żenia:

LKm =

∫
K

fψ dx+

∫
ΓC∩∂K

pûψm dS +

∫
ΓN∩∂K

σ̂ψm dS (7)

Z jego pomoca̧ powyższe wyrażenie na Fi możemy przedstawić nastȩpuja̧co:

Fi =
∑

K:φi 6=0

LKσ(i,K). (8)

Zauważamy, że postać wzoru na globalny wektor obcia̧żenia jest identyczna
jak w przypadku 1D rozpatrywanym wcześniej.
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Wprowadzaja̧c operator gradientu ∇u = ( ∂u∂x1
, ∂u∂x2

) możemy wygodniej
zapisać formȩ dwuliniowa̧ sformu lowania wariacyjnego w 2D:

B(u, v) =

∫
Ω

(
k
∂u

∂xj

∂v

∂xi
+ buv

)
dx+

∫
ΓC

puv dS =∫
Ω

(k∇u ·∇v + buv) dx+

∫
ΓC

puv dS.
(9)

Obliczenie globalnej macierzy sztywności z zastosowaniem rozbicia ca lek na
sk ladniki z poszczególnych elementów ma postać :

Kij = B(φj , φi) =

∫
Ω

(k∇φj ·∇φi + bφjφi) dx+

∫
ΓC

pφjφi dS =∑
K:φi,φj 6=0

{∫
K

(
k∇φj|K ·∇φi|K+bφj|Kφi|K

)
dx+

∫
ΓC∩∂K

pφj|Kφi|K dS

}
=∑

K:φi,φj 6=0

{∫
K

(
k∇ψσ(j,K) ·∇ψσ(i,K)+bψσ(j,K)ψσ(i,K)

)
dx +∫

ΓC∩∂K
pψσ(j,K)ψσ(i,K) dS

}
.

Definiujemy elementowa̧ macierz sztywności:

BKmn =

∫
K

(k∇ψn ·∇ψm+bψnψm) dx+

∫
ΓC∩∂K

pψnψm dS (10)
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Za pomoca̧ pojȩcia BKmn wyrażenie na globalna̧ macierz sztywności możemy
wiȩc przedstawić nastȩpuja̧co:

Kij =
∑

K:φ,φj 6=0

BKσ(i,K),σ(j,k). (11)

Jak i w przypadku Fi widzimy, że jest to wzór identyczny jak w sytuacji
jednowymiarowej. Otrzymane wyrażenia na Kij oraz Fi pozwalaja̧ wiȩc
obliczać te wielkości za pomoca̧ dok ladnie takich samych algorytmów
sk ladania, jakich używamy w 1D.

Dla wektora obcia̧żenia:

Fi = 0, i = 1, . . . , N
for i = 1, . . . , N

for K : φi 6= 0 w K
Fi := Fi + LKσ(i,K)

endfor K
endfor i

Fi = 0, i = 1, . . . , N
for K = 1, . . . ,Kmax

for m = 1, . . . , ndofK
Fρ(m,K) := Fρ(m,K) + LKm

endfor m
endfor K

Przypominamy, że wersja z lewej strony wynika wprost z rachunku, a wersja
po prawej powstaje z odwrócenia porza̧dku pȩtli, co pozwala na bardziej
efektywne zastosowanie w praktycznych procedurach MES.
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Algorytm sk ladania macierzy sztywności

Dla macierzy sztywności odpowiednie wersje algorytmu sk ladania wygla̧daja̧
nastȩpuja̧co:

Kij = 0, i, j = 1, . . . , N
for i = 1, . . . , N
for j = 1, . . . , N

for K : φi, φj 6= 0 w K
Kij := Kij +BKσ(i,K),σ(j,K)

endfor K
endfor i, j

Kij = 0, i, j = 1, . . . , N
for K = 1, . . . ,Kmax

for m = 1, . . . , ndofK
for n = 1, . . . , ndofK

Kρ(m,K),ρ(n,K) := Kρ(m,K),ρ(n,K) +BKmn
endfor m,n

endfor K
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Przyk lad. Rozpatrujemy siatkȩ elementów jak poprzednio:

Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice 9 / 13



Obliczmy wybrane wyrazy wektora obcia̧żeń pos luguja̧c siȩ pierwsza̧ wersja̧
algorytmu sk ladania, powiedzmy wyrazy F17, F18 i F25.

Obliczenie F17. Globalna funkcja kszta ltu φ17 jest różna od zera w elemen-
tach {1, 2,4,5} (φ17 ma warość 1 w wȩźle 17 wiȩc jest niezerowa w zawie-
raja̧cych go elementach), sta̧d sumowanie przebiega po tym zbiorze wartości
K. W elemencie K = 1 globalna funkcja φ17 jest 9 w elemencie K = 2 jest
3, w elemencie K = 4 jest 7, w elemencie K = 5 jest 1 elementowa̧ funkcja̧
kszta ltu. Wobec tego wynik sumowania ma postać :

F17 = L1
9 + L2

3 + L4
7 + L5

1.

Obliczenie F18. Globalna funkcja kszta ltu φ18 jest różna od zera w elemen-
tach {2, 5} (φ18 ma warość 1 w wȩźle 18 wiȩc jest niezerowa w zawiera-
ja̧cych go elementach), sta̧d sumowanie przebiega po tym zbiorze wartości
K. W elemencie K = 2 globalna funkcja φ18 jest 6 w elemencie K = 5 jest
4 elementowa̧ funkcja̧ kszta ltu. Wobec tego wynik sumowania ma postać :

F18 = L2
6 + L5

4.

Obliczenie F25. Globalna funkcja kszta ltu φ25 jest różna od zera tylko w
elemencie {5} (wȩze l 25 jest wewnȩtrznym wȩz lem tego elementu), sta̧d
sumowanie sprowadza siȩ do elementu K = 5. Globalna funkcja φ25 jest 5
elementowa̧ funkcja̧ kszta ltu. Wobec tego wynik sumowania ma postać :

F25 = L5
5.
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Przyk lad. Sk ladanie macierzy sztywności.
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Przyk lad. Sk ladanie macierzy sztywności.

Obliczmy wybrane wyrazy macierzy sztywności dla siatki z rysunku,
pos luguja̧c siȩ pierwsza̧ wersja̧ algorytmu sk ladania, powiedzmy wyrazy
K17,17, K17,18, K33,47, K17,33, K26,33, K17,47.

Obliczenie K17,17.

Globalna funkcja kszta ltu φ17 jest różna od zera w elementach {1, 2, 4, 5},
sta̧d sumowanie przebiega po tym zbiorze wartości K. Biora̧c pod uwagȩ
elementowe numery σ(17,K) funkcji φ17 znajdujemy, że:

K17,17 = B1
9,9 +B2

3,3 +B4
7,7 +B5

1,1.

Obliczenie K17,18.

Globalna funkcja kszta ltu φ17 jest różna od zera w elementach {1, 2, 4, 5},
zaś φ18 w elementach {2, 5}, sta̧d sumowanie przebiega po czȩści wspólnej
tych zbiorów, tj. {2, 5}. Biora̧c pod uwagȩ elementowe numery funkcji φ17

i φ18 znajdujemy, że:
K17,18 = B2

3,6 +B5
1,4.
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Obliczenie K33,47. Globalna funkcja kszta ltu φ33 jest różna od zera w

elementach {5, 6, 8, 9}, zaś φ47 w elementach {8, 9, 11, 12}. Sta̧d
sumowanie przebiega po czȩści wspólnej tych zbiorów, tj. {8, 9}. Biora̧c
pod uwagȩ elementowe numery funkcji φ33 i φ47 znajdujemy, że:

K33,47 = B9
1,3 +B8

7,9.

Obliczenie K17,33. Globalna funkcja kszta ltu φ17 jest różna od zera w
elementach {1, 2, 4, 5}, zaś φ33 w elementach {5, 6, 8, 9}. Sta̧d sumowanie
przebiega po czȩści wspólnej tych zbiorów, tj. po jednym elemencie {5}.
Biora̧c pod uwagȩ elementowe numery funkcji φ33 i φ17 znajdujemy, że:

K17,33 = B5
1,9.

Obliczenie K17,47. Globalna funkcja kszta ltu φ17 jest różna od zera w
elementach {1, 2, 4, 5}, zaś φ46 w elementach {8, 9, 11, 12}. Nie ma wiȩc
wspólnych elementów, gdzie te dwie funkcje by lyby niezerowe, zbiór
sumowania w algorytmie jest pusty, sta̧d

K17,47 = 0.

Zauważmy, że taki sam wynik dostaniemy dla każdej pary funkcji, których
wȩz ly nie należa̧ do przynajmniej jednego wspólnego elementu. Wyrazy
globalnej macierzy odpowiadaja̧ce wystarczaja̧co oddalonym wȩz lom sa̧ wiȩc
zerowe. Sprawia to, że macierz Kij jest macierza̧ rzadka̧ – ma niewielki
u lamek wyrazów róźnych od zera.
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