Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice

Algorytmy sktadania macierzy sztywnosci
| wektora obciazenia w 2D




@ Jak pamietamy jednym z pierwszych algorytmoéw, ktére zbudowalismy
dla MES w 1D byt algorytm sktadania globalnych macierzy sztywnosci
i wektoréw obciazenia z ich odpowiednikéw elementowych. Podobnie
stworzymy te algorytmy dla MES w 2D.

@ Globalne funkcje ksztattu ¢; sa w poszczegdlnych elementach
elementowymi funkcjami ksztattu 4,,, (badZ trywialnie znikaja):

Gi|k = Ym- (1)

@ Mozemy ustali¢ zwiazek miedzy numeracja funkcji globalnych oraz
numeracja funkcji elementowych. Oznaczmy symbolem o (i, K) numer
elementowej funkcji ksztattu w elemencie K, ktéra sktada sie na i-ta
funkcje globalna ¢;:

ik = Vo(i,K) (2)

@ Analogicznie, niech symbol p(m, K) oznacza numer globalnej funkg;ji
ksztattu, na ktéra sktada sie m-ta elementowa funkcja ksztattu ,,
w elemencie K:

Um = Gp(m,K)|K - (3)
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@ Rozwazamy siatke 4 x 3 elementdéw stopnia p = 2 przedstawiona na
rysunku. Sktada sie ona z 12 elementéw i 63 weztdw. Przyjeta przyktadowa
numeracje elementowa weztéw przedstawiono w elemencie ponizej.

@ Niektdre wartosci macierzy o (i, K) odczytujemy jako nastepujace:

o(17,1) =9, 0(18,5) =4, 0(25,5) =25,

(4)
o(47,12) =1, 0(62,12) =6, 0(33,8) =71.

Przyktadowo, chcac znalezé o(17,1) sprawdzamy, ze 17 globalna funkcja
ksztattu jest 9 elementowa funkcja ksztattu w elemencie 1 (17 globalny
wezet jest 9 weztem 1 elementu), wiec o(17,1) = 9.

@ Wybrane wartosci macierzy p(m, K) odczytujemy jako nastepujace:
p(9,1) =17, p(4,5) =18, p(5,5) = 25, 5)
p(1,12) =47, p(6,12) =62, p(7,8) = 33.

Chcac znalezé p(4,5) sprawdzamy, ze 4 funkcja ksztattu elementu 5 sktada
sie na 18 globalna funkcje ksztattu (4 wezet elementu 5 jest globalnym 18
weztem), wiec p(4,5) = 18.
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@ Siatka elementéw czworokatnych stopnia p = 2. Numeracja globalna
i elementowa weztéw
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@ WeZmy pod uwage definicje wektora obciazenia w 2D MES, sktadnika
wyrazajacego sie przez catki. Wykorzystajmy mozliwos¢ rozbicia tych catek
na sktadniki z poszczegdlnych elementdéw:

Fi=L<¢i>=/ﬂf¢i da:+/rcpa¢i d8+/ 66 dS =

I'n

ZK:qbﬁ'ﬁo {/K 1o K TeNdK ¢ % I'nvNOK ? X

> { / Foi ) dz + / Pty (i, i0) dS + / (i K) dS}
K:i:i#0 | Ji TenOK TNNOK
(6)
@ Zdefiniujmy elementowy wektor obciazenia:
LE = / fi dx +/ plahy, dS +/ G dS (7)
K ToNOK INNOK
@ 7 jego pomoca powyzsze wyrazenie na F; mozemy przedstawi¢ nastepujaco:
F, = Z L% k) (8)
K:¢;i#0

Zauwazamy, ze posta¢ wzoru na globalny wektor obciazenia jest identyczna
jak w przypadku 1D rozpatrywanym wczesniej.
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@ Woprowadzajac operator gradientu Vu = (%, 88—;2) mozemy wygodniej

zapisa¢ forme dwuliniowa sformutowania wariacyjnego w 2D:

Bluo) = [ (ka“ ov )dw/ puv dS =
Q 61‘]‘ 61‘1 T'c (9)

(kVu - Vv + buv) dx + / puv dS.

Te

Q

@ Obliczenie globalnej macierzy sztywnos$ci z zastosowaniem rozbicia catek na
sktadniki z poszczegdlnych elementéw ma postac:

Ki; = B(éy. 1) = / (kV6; - Vo + by da + /F pé;n dS =

2 $1.5£0 {/ (EV )ik - Vi rctbdj cdiyxc) de +/ P\ dil i dS}

TcNOK
K 116570 {/ (kVYo(i) - Vo (i, 5000 (.10 Vo (i,k)) d +
PVo(j,K) Vo (i, K) dS} .
T'cnNOK
@ Definiujemy elementowa macierz sztywnosci:
B, = / (kV iy - Viprtbhnthm ) dx + / PUntm dS (10)
K T'cNOK
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@ Za pomoca pojecia BX wyrazenie na globalna macierz sztywnoéci mozemy
wiec przedstawié nastepujaco:

_ K
Kij= Y Bl (11)
K:¢,¢J?£0

@ Jak i w przypadku F; widzimy, ze jest to wzdr identyczny jak w sytuacji
jednowymiarowej. Otrzymane wyrazenia na K;; oraz F; pozwalaja wiec
oblicza¢ te wielkosci za pomoca doktadnie takich samych algorytmdw
sktadania, jakich uzywamy w 1D.

@ Dla wektora obciazenia:

F,=0, i=1,....,N F,=0, i=1,...,N
fori=1,...,N for K=1,..., Knax
for K: ¢; 0w K form=1,...,ndofx
F; = Fi+L§(i,K) Fp(m,K) = p(m,K)"_Lﬁ
endfor K endfor m
endfor 2 endfor K

Przypominamy, ze wersja z lewej strony wynika wprost z rachunku, a wersja
po prawej powstaje z odwrdcenia porzadku petli, co pozwala na bardziej
efektywne zastosowanie w praktycznych procedurach MES.
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Algorytm sktadania macierzy sztywnosci

@ Dla macierzy sztywnosci odpowiednie wersje algorytmu sktadania wygladaja

nastepujaco:

Ki;=0, i,7=1,...,.N
fori=1,...,N
forj=1,...,N

for K: ¢i,¢; #0w K
Kij := Kij + By, k).0(.K)
endfor K
endfor i, j

Kij=0, i,j=1,...,N
for K=1,..., Knax
form=1,...,ndofx
forn=1,...,ndofK
K pm.1),p(n. ) = Ko, 1), p(n.5) + Biun
endfor m,n
endfor K
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@ Przyktad. Rozpatrujemy siatke elementéw jak poprzednio:
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7 8 9
04 56
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@ Obliczmy wybrane wyrazy wektora obciazen postugujac sie pierwsza wersja
algorytmu sktadania, powiedzmy wyrazy Fi7, Fig i Fbs.
Obliczenie Fy7. Globalna funkcja ksztattu ¢17 jest rézna od zera w elemen-
tach {1,2,4,5} (¢17 ma waros¢ 1 w wezle 17 wiec jest niezerowa w zawie-
rajacych go elementach), stad sumowanie przebiega po tym zbiorze wartosci
K. W elemencie K =1 globalna funkcja ¢17 jest 9 w elemencie K = 2 jest
3, w elemencie K =4 jest 7, w elemencie K = 5 jest 1 elementowa funkcja
ksztattu. Wobec tego wynik sumowania ma postac:

Fip =L+ L3+ L3+ L.

Obliczenie Fig. Globalna funkcja ksztattu ¢1g jest rézna od zera w elemen-

tach {2,5} (¢15 ma waro$¢ 1 w wezle 18 wiec jest niezerowa w zawiera-

jacych go elementach), stad sumowanie przebiega po tym zbiorze wartosci

K. W elemencie K = 2 globalna funkcja ¢1g jest 6 w elemencie K = 5 jest

4 elementowa funkcja ksztattu. Wobec tego wynik sumowania ma postac:
Fig =L+ L.

Obliczenie F55. Globalna funkcja ksztattu ¢o5 jest rézna od zera tylko w

elemencie {5} (wezet 25 jest wewnetrznym weztem tego elementu), stad

sumowanie sprowadza sie do elementu K = 5. Globalna funkcja ¢o5 jest 5

elementowa funkcja ksztattu. Wobec ’cego5 wynik sumowania ma postac:
Fys = LY.
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Przyktad. Sktadanie macierzy sztywnosci.
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Przyktad. Sktadanie macierzy sztywnosci.

@ Obliczmy wybrane wyrazy macierzy sztywnosci dla siatki z rysunku,
postugujac sie pierwsza wersja algorytmu sktadania, powiedzmy wyrazy
K717, Ki718, K33,.47, K17,33, Kog 33, Ki7.47.

Obliczenie Ki7 17.
Globalna funkcja ksztattu ¢17 jest rézna od zera w elementach {1,2,4,5},

stad sumowanie przebiega po tym zbiorze wartosci K. Biorac pod uwage
elementowe numery o (17, K) funkcji ¢17 znajdujemy, ze:

Kira7 = Bg,g + Bg,s + B;LJ + Bir

Obliczenie K17’18.

Globalna funkcja ksztattu ¢17 jest rézna od zera w elementach {1,2,4,5},
za$ ¢15 w elementach {2,5}, stad sumowanie przebiega po czesci wspdlnej
tych zbiordw, tj. {2,5}. Biorac pod uwage elementowe numery funkcji ¢17
i @18 znajdujemy, ze:

Kiz1s = B3+ BY 4.
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@ Obliczenie K33 47. Globalna funkcja ksztattu ¢33 jest rézna od zera w
elementach {5,6,8,9}, zas ¢47 w elementach {8,9,11,12}. Stad
sumowanie przebiega po czesci wspdlnej tych zbioréw, tj. {8,9}. Biorac
pod uwage elementowe numery funkcji ¢ss i ¢47 znajdujemy, ze:

Ksz 47 = B?,g + B?,g-

Obliczenie Ky733. Globalna funkcja ksztattu ¢17 jest rézna od zera w

elementach {1,2,4,5}, za$ ¢33 w elementach {5,6,8,9}. Stad sumowanie

przebiega po czesci wspdlnej tych zbioréw, tj. po jednym elemencie {5}.

Biorac pod uwage elementowe numery funkcji ¢33 i ¢17 znajdujemy, ze:
K733 = Big-

Obliczenie K17 47. Globalna funkcja ksztattu ¢;7 jest rézna od zera w
elementach {1, 2,4,5}, za$ ¢4 w elementach {8,9,11,12}. Nie ma wiec
wspdlnych elementéw, gdzie te dwie funkcje bytyby niezerowe, zbidr
sumowania w algorytmie jest pusty, stad

Ki747=0.

Zauwazmy, ze taki sam wynik dostaniemy dla kazdej pary funk%'{i/, ktérych
wezty nie naleza do przynajmniej jednego ‘wspdlnego elementu. Wyrazy

globalnej macierzy odpowiadajace wystarczajaco oddalonym weztom sa wiec
zerowe. Sprawia to, ze macierz K;; jest macierza rzadka — ma niewielki
utamek wyrazéw réznych od zera.
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