Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice

Rozwiazywanie metoda elementéw skonczonych
wybranych zagadnien fizyki i techniki, cz. |l




ldea MES — przypomnienie

» |dea metody elementdéw skonczonych jest przyblizone rozwiazywanie réwnan
rézniczkowych zapisanych za pomoca sformutowania wariacyjnego:

Znalez¢ uw € V takie, ze:
B(u,v) = L(v), Yv eV,
w zbudowanej przez nas skonczenie wymiarowej podprzestrzeni V}, oryginal-
nej przestrzeni funkcyjnej V:
Znalez¢ uy € Vi, C V takie, ze:
B(uh,vh) = L(’Uh), Yo, € Vi
(Dla uproszczenia zaniedbali$my niezerowe warunki brzegowe typu Dirichleta.)

Jak widzieliSmy, prowadzi to do uktadu réwnan liniowych na wspdtczynniki
u; rozwiniecia rozwiazania up = u;¢; w funkcje bazowe ¢; przestrzeni Vj:

N
Ku=F — u, up(z)= Zuz¢z($)
=1

» Wychodzac z tej idei rozpatrzymy podejscie MES do innych zaganien
fizycznych, ograniczajac sie tylko do podania odpowiednich sformutowan
stabych B(u,v) = L(v).
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Liniowa teoria sprezystosci

> Jednym z zaganien technicznych najczesciej analizowanych metoda
elementéw skoriczonych jest mechanika ciat odksztatcalnych. Znajduje ona
zastosowania do projektowania réznych budowli, pojazdéw, urzadzen
przemystowych i wielu innych. Wiekszo$¢ z tych zagadnienien sprowadza sie
do modelu okreslanego jako liniowa teoria sprezystosci.

» Parametry opisujace zachowanie mechaniczne ciat.
e u = (u1,u2,u3) — wektor przemieszczen opisujacy ruch
punktow ciata odkszta}calnego
* € 2(8“’ —|— ) macierz odksztatcen . Jest uogdlnieniem

pojecia wyd’ruzema wzglednego preta % na trzy wymiary.

e 0;; — macierz naprezen. Stanowi ona uogdlnienie pojecia sity
na jednostke pola ALS dla rozciaganego preta.
Znaczenie o;; obrazuje rysunek, na ktérym pokazano wyciete
myslowo z ciata mate szeSciany o $cianach prostopadtych do osi
uktadu wspétrzednych oraz dziatajace na nie ze strony reszty
ciata sity AF; = (AF;1,AF;5, AF;3), gdziei =1,2,3
wskazuje kierunek prostopadty do Sciany.
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» Definiujemy macierz naprezen jako:

oy = lim ARy i,j=1,2,3.
J As—0 AS ) 9 &

gdzie As oznacza pole $ciany szeScianu. Mozna pokazaé, ze macierz
naprezen jest symetryczna, tj. ze 0;; = 0j;.
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7
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Liniowa teoria sprezystosci

» Nacierz naprezen spetnia nastepujace réwnanie réwnowagi:
7302']'
8l‘j

w ktérym f; oznacza sity dziatajace na czasteczki ciata na jednostke
objetosci (np. sity grawitacji).

:fia 22132,3

> Zwiazek miedzy macierza odksztatcen €;; a macierza naprezen o;; jest
znany jako prawo Hooke'a i ma nastepujaca postacé:
03 = €55 + A0ij€pk,
gdzie 11 i A to parametry charakteryzujace materiat zwane statymi Lamé’go.

» Warunki brzegowe dla zagadnienia mechaniki moga by¢ dwu rodzajéw:
e u=14 na 0Q2p — kinematyczne warunki brzegowe,
® 0;in; = fi na 0Qy — statyczne warunki brzegowe.
Pierwsze z nich interpretujemy jako narzucenie przemieszczen 4 na czesci

brzegu 0Q0p, drugie za$ odpowiadaja przytozeniu sit na jednostke
powierzchni t na czesci brzegu 02 o wektorze normalnej zewnetrznej n.
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Liniowa teoria sprezystosci

» Sformutowanie zagadnienia teorii sprezystosci obejmuje wszystkie wyzej
wspomniane elementy i ma nastepujaca postac:

80’1‘3'
~ = fwQ
8aﬁj
1 Bul 8Uj
iy 5 Qa
€ 2 <8x] + 6Z‘Z> W
Oij = 2,ueij+/\5'ij€kk W Q,
u; = 'l,lz na I'D,
0Ny = fi na FN.

» Sformutowanie wariacyjne otrzymamy wedtug regut podobnych do
stosowanych poprzednio. W pierwszym kroku mnozymy réwnanie
rownowagi przez wektorowa funkcje testowa v = {v; };— 3 i catkujemy po
obszarze Q:

7/0’1']'7]‘7)1' dx:/fivl dx.
Q Q
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Liniowa teoria sprezystosci

» Nastepnie wykonujemy catkowanie przez czesci wyrazu po lewej stronie
stosujac twierdzenie Greena-Gaussa-Ostrogradskiego:

- / 0ijjvi d = —/[(Uz‘jvz‘)a — 04jvi 4] dv =
Q Q

1 1
— /Uijvmj ds +/ Oij {2(’(}2'7]' + ’Ujﬂ') + 2(111‘7]‘ — Uj7i):| dx =
r Q

—/ ;5504 dS+/ O'ijf;‘ij(’u) dzr
oQ Q
Skorzystaliémy tu z rozbicia gradientu v; ; na cze$¢ symetryczna i antysy-

metryczna oraz wzieliSmy pod uwage znikanie zwezenia symetrycznego
tensora 0;; z antysymetryczna czescia v; ;.

» 7 ta modyfikacja sformutowanie przyjmuje teraz postac nastepujaca:

/0ij5ij('") dﬂ?:/fwi dﬂ:+/ o310 dS.
Q Q a9
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Liniowa teoria sprezystosci

» W kolejnym kroku rozbijamy catke powierzchniowa po 02 na sktadniki
catek po 0 oraz po OS2p oraz bierzemy pod uwage, ze na 92y mamy
oin; = t;. Przyjmujemy tez, ze na 9Qp funkcje testowe znikaja, v; = 0.
Prowadzi do tzw. zasady prac wirtualnych:

/ aijeij(v) dr = / fivi dJC+/ l?ﬂ)i dS, Yv; - v; =0, na 0Qp.
Q Q o

» Ostateczne sformutowanie wariacyjne otrzymujemy wyrazajac naprezenia
przez réwnania Hooke'a. Przyjmuje ono postaé

Znalezé u takie, ze u = @ na 0S2p oraz:

/Q 241655 ()i (0) + Aerr(w)en(v)] do =

B(uw,v)

/ fivi dz +/ tiv; dS, ¥ v, takich zev =0 na 9Qp.
Q 20N

L(v)
> Ma ono standardowa forme B(u,v)=L(v) umozliwiajaca zastosowanie
metody elementéw skonczonych.



Metoda elementéw brzegowych: elektromagnetyzm

» Metoda elementéw brzegowych moze by¢ stosowana do zagadnien w jedno-
rodnym osrodku, np. w powietrzu czy prézni. Dlatego tez najczesciej uzywa
sie jej do zagadnien falowych akustyki lub elektromagnetyzmu.

> |dee metody przedstawimy na przyktadzie réwnania Poissona, aby uniknaé
ztozonosci rozumowania dla réwnania falowego elektromagnetyzmu. W tym
celu rozpatrujemy dwa réwnania Poissona z prawymi stronami f i g oraz
odpowiadajace im formy stabe:

—Au=f <= /Vu~Vvdx:/fvd:z:+/ g—uvdS,

a0
“Aw=g <= / Vuw - Vzdx—/gzdx—l—/ —zdS.
oq 0
» WeZmy teraz jako funkcje testowe rozwiazania: v =w i z = w:

/Vu~dea::/fwdx+/ a—uwdS,
Q Q aq On
| i —

—_——
/Vw Vudx—/gudx—i—/ —udS
oq O
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Metoda elementéw brzegowych

» Ze wzgledu na réwno$¢ lewych strony wnoskujemy o réwnosci prawych, tj.

/fwdx+/ a—uwdS:/gudx—i-/ 8fwudS.
Q aq On Q aq On

» Wezmy teraz w jako rozwiazanie odpowiadajace obciazeniu g w postaci
umieszczonego w y tadunku punktowego w réwnaniu Poissona elektrostatyki
—Aw = g. tadunek taki traktuje sie jako granice nastepujacej funkgcji:

1 dla | | <
g(z) = ma?’ dRTYIsG o,
0 dla |z —y| > a.

Wynika stad nastepujaca wiasno$é:
1
/ g(x)u(z) de = — u(x) de — u(y).
Q Tat Jix-y|<a

> Pojecie g(x) nazywa sie "funkcja delta Diraca ,(x)". Znane jest

odpowiadajace jej rozwiazanie réwnania Poissona dla = R?:
1
27

w(z,y) = 5= Inlz —y|.



Metoda elementéw brzegowych

» Ze wzgledu na przytoczona wyzej wiasnos¢, 1-sze réwnanie z poprzedniej
strony przyjmie postac :

ow ou
u + —udS:/ wdx—|—/ —w dS.
W) /aQ on Q f aa On

Jedli przejdziemy z punktem y do granicy tak, aby y € 02 to przed
pierwszym wyrazem pojawi sie czynnik skalujacy 1/2 (dla gtadkiego brzegu):

1 ow Ou
Eu(y)Jr/m%udS_/wad:zr+/m%wd,9.

Zauwazmy, ze niewiadome rozwiazanie u lub du/dn wystepuje wytacznie na
brzegu 012, dlatego tez réwnanie to nazywa sie catkowym réwnaniem brze-
gowym. Rozwiaza¢ je mozna podobna technika jak w MES. Przybliza sie
nieznane wielkosci u lub Ou/dn jako kombinacje liniowe funkcji ksztattu.

»> Jedna z wersji analogicznego réwnania dla 3D elektromagnetyzmu ma postac
1
E(y):Vyx/[(E X n)GdS+/(V x E) x nGdS—I—VyE/Vr[(VxE) x n)GdS
r r r

gdzie G = e 7" /(47 R), R = |x — y|, za$ k = 27/ jest liczba falowa.



