
Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice

Rozwia̧zywanie metoda̧ elementów skończonych

wybranych zagadnień fizyki i techniki, cz. II



Idea MES – przypomnienie

I Idea̧ metody elementów skończonych jest przybliżone rozwia̧zywanie równań
różniczkowych zapisanych za pomoca̧ sformu lowania wariacyjnego:

Znaleźć u ∈ V takie, że:

B(u, v) = L(v), ∀v ∈ V,

w zbudowanej przez nas skończenie wymiarowej podprzestrzeni Vh oryginal-
nej przestrzeni funkcyjnej V :

Znaleźć uh ∈ Vh ⊂ V takie, że:
B(uh, vh) = L(vh), ∀vh ∈ Vh.

(Dla uproszczenia zaniedbalísmy niezerowe warunki brzegowe typu Dirichleta.)

Jak widzielísmy, prowadzi to do uk ladu równań liniowych na wspó lczynniki
ui rozwiniȩcia rozwia̧zania uh =

∑
uiφi w funkcje bazowe φi przestrzeni Vh:

Ku = F → u, uh(x) =
N∑

i=1

uiφi(x).

I Wychodza̧c z tej idei rozpatrzymy podej́scie MES do innych zaganień
fizycznych, ograniczaja̧c sie tylko do podania odpowiednich sformu lowań
s labych B(u, v) = L(v).
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Liniowa teoria sprȩżystości

I Jednym z zaganień technicznych najczȩściej analizowanych metoda̧
elementów skończonych jest mechanika cia l odkszta lcalnych. Znajduje ona
zastosowania do projektowania różnych budowli, pojazdów, urza̧dzeń
przemys lowych i wielu innych. Wiȩkszość z tych zagadnienień sprowadza siȩ
do modelu określanego jako liniowa teoria sprȩżystości.

I Parametry opisuja̧ce zachowanie mechaniczne cia l.
• u = (u1, u2, u3) – wektor przemieszczeń opisuja̧cy ruch

punktów cia la odkszta lcalnego.
• εij = 1

2( ∂ui
∂xj

+
∂uj

∂xi
) – macierz odkszta lceń . Jest uogólnieniem

pojȩcia wyd lużenia wzglȩdnego prȩta ∆l
l na trzy wymiary.

• σij – macierz naprȩżeń . Stanowi ona uogólnienie pojȩcia si ly
na jednostkȩ pola F

∆s dla rozcia̧ganego prȩta.
Znaczenie σij obrazuje rysunek, na którym pokazano wyciȩte
myślowo z cia la ma le sześciany o ścianach prostopad lych do osi
uk ladu wspó lrzȩdnych oraz dzia laja̧ce na nie ze strony reszty
cia la si ly ∆F i = (∆F i1, ∆F i2, ∆F i3), gdzie i = 1, 2, 3
wskazuje kierunek prostopad ly do ściany.
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I Definiujemy macierz naprȩżeń jako:

σij = lim
∆s→0

∆Fij

∆s
, i, j = 1, 2, 3.

gdzie ∆s oznacza pole ściany sześcianu. Można pokazać, że macierz
naprȩżeń jest symetryczna, tj. że σij = σji.

Maj , 2020 4 / 11



Liniowa teoria sprȩżystości

I Nacierz naprȩżeń spe lnia nastȩpuja̧ce równanie równowagi:

−∂σij

∂xj
= fi, i = 1, 2, 3

w którym fi oznacza si ly dzia laja̧ce na cza̧steczki cia la na jednostkȩ
objȩtości (np. si ly grawitacji).

I Zwia̧zek miȩdzy macierza̧ odkszta lceń εij a macierza̧ naprȩżeń σij jest
znany jako prawo Hooke’a i ma nastȩpuja̧ca̧ postać:

σij = 2µεij + λδijεkk,

gdzie µ i λ to parametry charakteryzuja̧ce materia l zwane sta lymi Lamé’go.

I Warunki brzegowe dla zagadnienia mechaniki moga̧ być dwu rodzajów:

• u = û na ∂ΩD – kinematyczne warunki brzegowe,
• σijnj = t̂i na ∂ΩN – statyczne warunki brzegowe.

Pierwsze z nich interpretujemy jako narzucenie przemieszczeń û na czȩści
brzegu ∂ΩD, drugie zaś odpowiadaja̧ przy lożeniu si l na jednostkȩ
powierzchni t̂ na czȩści brzegu ∂ΩN o wektorze normalnej zewnȩtrznej n.
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Liniowa teoria sprȩżystości

I Sformu lowanie zagadnienia teorii sprȩżystości obejmuje wszystkie wyżej
wspomniane elementy i ma nastȩpuja̧ca̧ postać :

− ∂σij

∂xj
= fi w Ω,

εij =
1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
w Ω,

σij = 2µεij + λδijεkk w Ω,

ui = ûi na ΓD,

σijnj = t̂i na ΓN .

I Sformu lowanie wariacyjne otrzymamy wed lug regu l podobnych do
stosowanych poprzednio. W pierwszym kroku mnożymy równanie
równowagi przez wektorowa̧ funkcjȩ testowa̧ v = {vi}i=,3 i ca lkujemy po
obszarze Ω:

−
∫

Ω

σij,jvi dx =

∫
Ω

fivi dx.
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Liniowa teoria sprȩżystości

I Nastȩpnie wykonujemy ca lkowanie przez czȩści wyrazu po lewej stronie
stosuja̧c twierdzenie Greena-Gaussa-Ostrogradskiego:

−
∫

Ω

σij,jvi dx = −
∫

Ω

[(σijvi),j − σijvi,j ] dx =

−
∫

Γ

σijvinj dS +

∫
Ω

σij

[
1

2
(vi,j + vj,i) +

1

2
(vi,j − vj,i)

]
dx =

−
∫

∂Ω

σijnjvi dS +

∫
Ω

σijεij(v) dx

Skorzystalísmy tu z rozbicia gradientu vi,j na czȩść symetryczna̧ i antysy-
metryczna̧ oraz wziȩlísmy pod uwagȩ znikanie zwȩżenia symetrycznego
tensora σij z antysymetryczna̧ czȩścia̧ vi,j .

I Z ta̧ modyfikacja̧ sformu lowanie przyjmuje teraz postać nastȩpuja̧ca̧::∫
Ω

σijεij(v) dx =

∫
Ω

fivi dx +

∫
∂Ω

σijnjvi dS.

Maj , 2020 7 / 11



Liniowa teoria sprȩżystości

I W kolejnym kroku rozbijamy ca lkȩ powierzchniowa̧ po ∂Ω na sk ladniki
ca lek po ∂ΩN oraz po ∂ΩD oraz bierzemy pod uwagȩ , że na ∂ΩN mamy
σijnj = t̂i. Przyjmujemy też, że na ∂ΩD funkcje testowe znikaja̧ , vi = 0.
Prowadzi do tzw. zasady prac wirtualnych:∫

Ω

σijεij(v) dx =

∫
Ω

fivi dx +

∫
∂ΩN

t̂ivi dS, ∀vi : vi = 0, na ∂ΩD.

I Ostateczne sformu lowanie wariacyjne otrzymujemy wyrażaja̧c naprȩżenia
przez równania Hooke’a. Przyjmuje ono postać:

Znaleźć u takie, że u = û na ∂ΩD oraz:∫
Ω

[2µεij(u)εij(v) + λεkk(u)εll(v)] dx︸ ︷︷ ︸
B(u,v)

=

∫
Ω

fivi dx +

∫
∂ΩN

t̂ivi dS︸ ︷︷ ︸
L(v)

, ∀ v, takich że v = 0 na ∂ΩD.

I Ma ono standardowa̧ formȩ B(u,v)=L(v) umożliwiaja̧ca̧ zastosowanie
metody elementów skończonych.
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Metoda elementów brzegowych: elektromagnetyzm

I Metoda elementów brzegowych może być stosowana do zagadnień w jedno-
rodnym ośrodku, np. w powietrzu czy próżni. Dlatego też najczȩściej używa
siȩ jej do zagadnień falowych akustyki lub elektromagnetyzmu.

I Ideȩ metody przedstawimy na przyk ladzie równania Poissona, aby unikna̧ć
z lożoności rozumowania dla równania falowego elektromagnetyzmu. W tym
celu rozpatrujemy dwa równania Poissona z prawymi stronami f i g oraz
odpowiadaja̧ce im formy s labe:

−∆u = f ⇐⇒
∫

Ω

∇u ·∇v dx =

∫
Ω

fv dx +

∫
∂Ω

∂u

∂n
v dS,

−∆w = g ⇐⇒
∫

Ω

∇w ·∇z dx =

∫
Ω

gz dx +

∫
∂Ω

∂w

∂n
z dS.

I Weźmy teraz jako funkcje testowe rozwia̧zania: v = w i z = u:∫
Ω

∇u ·∇w dx︸ ︷︷ ︸
||

=

∫
Ω

fw dx +

∫
∂Ω

∂u

∂n
w dS,

︷ ︸︸ ︷∫
Ω

∇w ·∇u dx =

∫
Ω

gu dx +

∫
∂Ω

∂w

∂n
u dS.
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Metoda elementów brzegowych

I Ze wzglȩdu na równość lewych strony wnoskujemy o równości prawych, tj.∫
Ω

fw dx +

∫
∂Ω

∂u

∂n
w dS =

∫
Ω

gu dx +

∫
∂Ω

∂w

∂n
u dS.

I Weźmy teraz w jako rozwia̧zanie odpowiadaja̧ce obcia̧żeniu g w postaci
umieszczonego w y  ladunku punktowego w równaniu Poissona elektrostatyki
−∆w = g.  Ladunek taki traktuje siȩ jako granicȩ nastȩpuja̧cej funkcji:

g(x) =


1

πa2
, dla |x− y| < a,

0 dla |x− y| ≥ a.
a −→ 0,

Wynika sta̧d nastȩpuja̧ca̧ w lasność:∫
Ω

g(x)u(x) dx =
1

πa2

∫
|x−y|<a

u(x) dx −→ u(y).

I Pojȩcie g(x) nazywa siȩ ”funkcja̧ delta Diraca δy(x)”. Znane jest
odpowiadaja̧ce jej rozwia̧zanie równania Poissona dla Ω = R2:

w(x,y) =
1

2π
ln |x− y|.
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Metoda elementów brzegowych

I Ze wzglȩdu na przytoczona̧ wyżej w lasność, 1-sze równanie z poprzedniej
strony przyjmie postać :

u(y) +

∫
∂Ω

∂w

∂n
u dS =

∫
Ω

fw dx +

∫
∂Ω

∂u

∂n
w dS.

Jeśli przejdziemy z punktem y do granicy tak, aby y ∈ ∂Ω to przed
pierwszym wyrazem pojawi siȩ czynnik skaluja̧cy 1/2 (dla g ladkiego brzegu):

1

2
u(y) +

∫
∂Ω

∂w

∂n
u dS =

∫
Ω

fw dx +

∫
∂Ω

∂u

∂n
w dS.

Zauważmy, że niewiadome rozwia̧zanie u lub ∂u/∂n wystȩpuje wy la̧cznie na
brzegu ∂Ω, dlatego też równanie to nazywa siȩ ca lkowym równaniem brze-
gowym. Rozwia̧zać je można podobna̧ technika̧ jak w MES. Przybliża siȩ
nieznane wielkości u lub ∂u/∂n jako kombinacje liniowe funkcji kszta ltu.

I Jedna z wersji analogicznego równania dla 3D elektromagnetyzmu ma postać

E(y)=∇y×
∫

Γ

[(E × n)GdS+

∫
Γ

(∇×E)× nGdS+∇y
1

k2

∫
Γ

∇Γ ·[(∇×E)× n]GdS

gdzie G = e−jkR/(4πR), R = |x− y|, zaś k = 2π/λ jest liczba̧ falowa̧.
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