Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice

Metoda elementéw skonczonych w 1D




Przypomnienie: Analiza w 1D

@ Pochodna funkgji:

A fet A~ f)

!
= — = . 1
) dr  Az—0 Az (1)
Przyktad:
df . (z+Ax)? -2 . 2xAx+ (Az)?
_ .2 9 _ — e L et
T=% @ =A% Aw AT Az 2
@ Pochodna funkgji ztozonej:
Aiew) & dg o
dx dg g=g(x) dx
dj dsi d(z?
f=sin_z? % = s;r;(g) - S;) = cos\g/~2:z: = cosz? - 2.
g 2

@ Liniowos$¢; pochodna iloczynu funkgeji:
(af(x) + Bg(x)) = af'(x) + B (x), (f9)'=Fg+fd.
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Przypomnienie: Analiza w 1D

@ Catka (nieoznaczona):
/ f@)de = Fz) < F(z)=f(z). 3)

@ Catkowanie przez czesci.

/uv’dx =uv — /u’v dz. (4)

/xcosx dﬂc:/m(sinx)'dw:xsinx—/1~sinx dr = xsinz + cosz.

Przyktad:

@ Catkowanie przez podstawienie:
[ o) ds = [ s@)ds. 9= g(a). )
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Przypomnienie: Analiza w 1D

Przyktad:

/sin z? . 2 dx:/singdg:fcosg:fcosxz.
N
9 dg/dx

@ Liniowo$¢ catki:
/ (af(z) + Bg(x))dz = o / f@)dz + P / o(x)de.  (6)

@ Catka oznaczona:

b
/ f(@)dz = F(b) — Fla) = F@)|' € R, gdzie F(z) = / (@) da.

()
@ Réwnanie rézniczkowe zwyczajne 2-go rzedu: poszukujemy y(x) takiego ze
G(x,y,y',y") =0, gdzie G(-,,,-) dana funkcja. (8)

Przyktad:
y" +siny + (y')? + cosx = 0.
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Przypomnienie: Algebra

@ Wiasnosci przestrzeni wektorowej V' (wektory u, v, w € V, liczby a, § € R).

u+v=v+u, alu+v) = au+ av,
(u+v)+w=u+ (v+w), (a+ B)u = au + Bu, 9
w+t0=u, (aB)u = a(Bu), ©)
u+ (—u) =0, lu=u.

Przyktad 1: V = R™:

u = (uy,ug,...,up), v=_(v1,02,...,0,),
u+v:=(ur +v1,...,u, +0,), au:=(aug,...,qu,).

Przyktad 2: V = zbidr funkcji.
f(x),9(x), (f+9)(@) = flz) +g(x), (af)(z):=af(x)

@ Def. Forma liniowa (funkcjonatem liniowym) L nazywamy odwzorowanie
przestrzeni wektorowej V' w liczby rzeczywiste, L : V — R, takie ze:

L(au + fv) = aL(u) + BL(v), ¥ uw,v €V, af € R.



Algebra

Przyktad 1:
V =R? w=(u1,us), L(u):=2u; —3us € R.
Przyktad 2: V-przestrzen funkcji na odcinku [a, b].

b
L(f) ;:/ (2f-3f)dz€R.

@ Def. Forma dwuliniowa B nazywamy odwzorowanie par wektoréw
z przstrzeni V' w liczby rzeczywiste, B: V x V — R, takie ze:

1. B(au + fv,w) = aB(u,w) + 8B(v,w), Yu,v,w €V, «a,8 € R,
2. B(w,au+ fv) = aB(w,u) + fB(w,v), Yu,v,w eV, a,f € R.

Przyktad 1: V = R%, w = (u1,us2), v = (v1,v2),
B(u,v) = 2 ujv; — 3 u1ve + 4 ugvy + 7 ugvy € R.
Przyktad 2: V' = funkcje na [a, b].
b
B(u,v) := / (2uv+3uw —5u'v+7uv)dr € R.
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Eliptyczne zadanie brzegowe drugiego rzedu w 1D

@ Woyktad przedstawia najbardziej popularna wsrdd inzynieréw technike
przyblizonego rozwiazywania réwnan rézniczkowych — metode elementéw
skoficzonych (MES). Rozpoczynamy od jej zastosowania do
jednowymiarowych réwnan eliptycznych drugiego rzedu.

@ Rozpatrujemy nastepujace réwnanie rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu
na odcinku Q = [0, 1] wraz z warunkami brzegowymi na jego koricach:

—(au) +bu' +cu = f, xe(0,0)
aot'(0) + Bou(0) = o, (10)
ad (1) + Bu(l) = .

@ Zaktadamy, ze a(z),b(x),c(x), f(z) sa funkcjami gtadkimi. Jest to
réwnanie rézniczkowe liniowe drugiego rzedu o zmiennych wspdtczynnikach.
Zaktadamy ponadto, ze funkcja a(z) jest scisle dodatnia, tzn. ze istnieje
0 < ag takie ze ag < a(zx) dla kazdego = € [0,1].

O parametrach g i By zaktadamy, z jednoczesnie nie znikaja , to samo
dotyczy «ay i B;, aby warunki te nie miaty postaci 0 = 9. Mozemy to
wyrazi¢ formalnie wymaganiem, aby a2 + 82 > 0 i o? + 82 > 0.



Sformutowanie wariacyjne

@ Jedli g # 0 i oy # [, to méwimy o naturalnych warunkach brzegowych,
a jesli ap =0 i oy = 0, to warunki brzegowe nazywamy podstawowymi.

@ Metoda elementéw skonczonych opiera sie na réwnowaznym sformutowaniu
problemu brzegowego za pomoca tzw. sformutowania wariacyjnego, ktére
otrzmymujemy nastepujaco:

Mnozymy réwnanie rézniczkowe obustronnie przez dowolna gtadka funkcje
v(x) i catkujmy otrzymana réwnos$¢ po catym odcinku Q = [0, {]:

/Ol [— (au) + bu' + cu} vdr = /Ol fvdx (11)

@ W nastepnym kroku dokonujemy catkowania przez czesci wyrazu (au’) v:

l !
—/ (av) v dz = — (au'v)|é —|—/ au'v' dz (12)
0 0

@ Przyjmijmy najpierw, iz g # 0 i oy # 0, co umozliwia wyrazenie
pochodnych rozwiazania z warunkéw brzegowych:
1 1
= — (% — Bou(0)), (1) = —(n — Bu(l)). (13)
(7)) (&7)

u'(0)



Sformutowanie wariacyjne

@ Podstawiajac te wartosci do wzoru poprzedniego otrzymujemy:

/l (au'v" + bu'v + cuv) do + —— ( )ﬁl u(Dv(l) — MU(O)U(O) =
0 , o (14)
/ fvdr+ al )%v(l) - CL(O)%v(o)
0 ay Qo

@ Zauwazmy, ze wyrazenia wystepujace po lewej i prawej stronie wzoru sa ,
odpowiednio, forma dwuliniowa i funkcjonatem liniowym o argumentach

w postaci funkcji u, v oraz v:

! a
B(u,v) = / (au'v" + bu'v + cuv) dz + (a)ﬁl Do(l) — (2)50u(0)v(0)7
0 . o) ! 0
L(v) /0 fode+ (al% )]
(15)

@ Ostatecznie wiec, przy powyzszych oznaczeniach sformutowanie wariacyjne
przybiera posta¢ : znalez¢ u(z) takie ze:
B(u,v) = L(v) Vo. (16)
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Przyktad

@ Rozwazmy nastepujacy problem brzegowy:
—u" 4+ u = sinz, xz€(0,5)
u'(0) +u(0) = 2 (17)
2u/(5) + 3u(b) 4
Dla tego zadania wspdtczynniki sa nastepujace:
a=1, b=0, c¢c=1, f=sinz

ag=1, Bo=1, =2 (18)
=2, pf=3 m=4

Wobec tego sformutowanie wariacyjne ma posta¢ : znalez¢é u(x) takie ze:

5
/ (W' + uv)da + % (5)0(5) — lTlu(O)v(O) -
0
B(u,v)
> 1-4 1-2 (19)
/ sinz v dr + —v(5) — —v(0) Yo.
0 2 1

L(v)
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|dea metody elementéw skonczonych

@ |dea metody elementéw skonczonych jest nastepujaca:

zamiast poszukiwac rozwiazania sformutowania wariacyjnego w zbiorze
wszystkich funkcji, poszukujemy go jako kombinacji liniowej skoriczonej
liczby wybranych prostych funkgji, z tymi samymi funkcjami do testowania.

@ W najprostszym przypadku funkcje te definiujemy przez podziat odcinka
[0,1] za pomoca punktéw:

D=z << ...<axny_1<zNy=1 (20)

i przyjecie, ze sa to kawatkami liniowe funkcje ciagte przyjmujace w jednym
z punktéw podziatu wartos$¢ 1 i znikajace w pozostatych. Ich wyglad mdgtby
by¢ nastepujacy:

oo 05 o,
o | X
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@ Zgodnie z idea MES rozwiazanie przyblizone, ktére oznaczamy zwyczajowo
jako up, przyjmuje postac :

N
up(x) = Z u;di(x), (21)

@ Sformutowanie wariacyjne sprowadza sie do poszukiwania parametréw
u;, i =1,..., N takich ze:

N
B (Z uiqﬁi,qﬁj) =L(¢;), j=1,...,N. (22)
i=1

gdzie przyjeto ¢;,i = 1,..., N jako funkcje testowe.

@ Ze wzgledu na liniowos¢ formy B wzgledem pierwszego argumentu
réwnanie to mozemy przepisaé nastepujaco:

N
ZUZB(¢“¢J):L(¢J)7 .7:1’7N7 (23)
i=1

tj. w postaci uktadu réwnan liniowych ze wzgledu na parametry
Ui,i: 1,...,N.

12/14



MES

@ Jedli wprowadzimy oznaczenia:

uktad ten przyjmuje postac :

N
Y Kjui=F;, j=1,...,N (25)
i=1
lub w zapisie macierzowym:
Ku=F, (26)
gdzie:
K ={Kij}ij=1.n, F={Fi}iz1n. (27)

@ Ze wzgleddw historycznych macierz K nazywa sie macierza sztywnosci,
wektor F' wektorem obciazenia, zas funkcje ¢; aproksymujace rozwiazanie
funkcjami ksztaftu.
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@ Poszukiwanie rozwiazan w postaci kombinacji liniowej ¢; jest réwnoznaczne
z zatozeniem, ze rozwiazanie to nalezy do przestrzeni liniowej V3

N
Vi, = {on(z) : vh(x):Zaigbi(:c), o €R, i=1,...,N}.  (28)

Takze uzycie ¢; jako funkgji testowych jest réwnoznaczne z wzieciem vy, € Vj,.
Biorac bowiem kombinacje Iir}\i{owa réwnan MES ze wspétczynnikami 3;:

B(un, »_ Bi¢;) = L(>_ Bidy), (29)
j=1, i=1,

widzimy, ze odpowiada to uzyciu v, = Zjvzl Bij¢; € Vi. Wobec tego
sformutowanie MES przyjmuje postaé: znalez¢ uy, € V), takie, ze:

B(uh,vh) = L(vh), Yo € Vi, (30)

@ Przyktadowa funkcja z V}, wyglada nastepujaco:

.
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