
Metody Obliczeniowe w Nauce i Technice

Metoda elementów skończonych w 1D



Przypomnienie: Analiza w 1D
Pochodna funkcji:

f ′(x) =
df

dx
:= lim

∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
. (1)

Przyk lad:

f = x2,
df

dx
= lim

∆x→0

(x+ ∆x)2 − x2

∆x
= lim

∆x→0

2x∆x+ (∆x)2

∆x
= 2x.

Pochodna funkcji z lożonej:

d f(g(x))

dx
=

df

dg

∣∣∣∣
g=g(x)

· dg
dx
. (2)

f = sin x2︸︷︷︸
g

,
df

dx
=
d sin(g)

dg

∣∣∣∣
g=x2

d(x2)

dx
= cos g︸︷︷︸

x2

·2x = cosx2 · 2x.

Liniowość; pochodna iloczynu funkcji:

(αf(x) + βg(x))′ = αf ′(x) + βg′(x), (fg)′ = f ′g + fg′.
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Przypomnienie: Analiza w 1D
Ca lka (nieoznaczona):∫

f(x) dx = F (x) ⇐⇒ F ′(x) = f(x). (3)

Ca lkowanie przez czȩści.∫
uv′dx = uv −

∫
u′v dx. (4)

Przyk lad:∫
x cosx dx =

∫
x(sinx)′dx = x sinx−

∫
1 · sinx dx = x sinx+ cosx.

Ca lkowanie przez podstawienie:∫
f(g(x))

dg

dx
dx =

∫
f(g)dg, g = g(x). (5)
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Przypomnienie: Analiza w 1D
Przyk lad: ∫

sin x2︸︷︷︸
g

· 2x︸︷︷︸
dg/dx

dx =

∫
sin g dg = − cos g = − cosx2.

Liniowość ca lki:∫
(αf(x) + βg(x))dx = α

∫
f(x) dx + β

∫
g(x) dx. (6)

Ca lka oznaczona:∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) = F (x)|ba ∈ R, gdzie F (x) =

∫
f(x) dx.

(7)

Równanie różniczkowe zwyczajne 2-go rzȩdu: poszukujemy y(x) takiego że

G(x, y, y′, y′′) = 0, gdzie G(·, ·, ·, ·) dana funkcja. (8)

Przyk lad:
y′′ + sin y + (y′)2 + cosx = 0.
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Przypomnienie: Algebra
W lasności przestrzeni wektorowej V (wektory u,v,w ∈ V, liczby α, β ∈ R).

u + v = v + u, α(u + v) = αu + αv,
(u + v) + w = u + (v + w), (α+ β)u = αu + βu,
u + 0 = u, (αβ)u = α(βu),
u + (−u) = 0, 1 u = u.

(9)

Przyk lad 1: V = Rn:

u = (u1, u2, . . . , un), v = (v1, v2, . . . , vn),
u + v := (u1 + v1, . . . , un + vn), αu := (αu1, . . . , αun).

Przyk lad 2: V = zbiór funkcji.

f(x), g(x), (f + g)(x) := f(x) + g(x), (αf)(x) := αf(x).

Def. Forma̧ liniowa̧ (funkcjona lem liniowym) L nazywamy odwzorowanie
przestrzeni wektorowej V w liczby rzeczywiste, L : V → R, takie że:

L(αu + βv) = αL(u) + βL(v), ∀ u,v ∈ V, αβ ∈ R.
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Algebra
Przyk lad 1:

V = R2, u = (u1, u2), L(u) := 2u1 − 3u2 ∈ R.
Przyk lad 2: V -przestrzeń funkcji na odcinku [a, b].

L(f) :=

∫ b

a

(2 f − 3 f ′) dx ∈ R.

Def. Forma̧ dwuliniowa̧ B nazywamy odwzorowanie par wektorów
z przstrzeni V w liczby rzeczywiste, B : V × V → R, takie że:

1. B(αu + βv,w) = αB(u,w) + βB(v,w), ∀u,v,w ∈ V, α, β ∈ R,
2. B(w, αu + βv) = αB(w,u) + βB(w,v), ∀u,v,w ∈ V, α, β ∈ R.

Przyk lad 1: V = R2, u = (u1, u2), v = (v1, v2),

B(u,v) = 2 u1v1 − 3 u1v2 + 4 u2v1 + 7 u2v2 ∈ R.
Przyk lad 2: V = funkcje na [a, b].

B(u, v) :=

∫ b

a

(2 uv + 3 uv′ − 5 u′v + 7 u′v′) dx ∈ R.
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Eliptyczne zadanie brzegowe drugiego rzȩdu w 1D
Wyk lad przedstawia najbardziej popularna̧ wśród inżynierów technikȩ
przybliżonego rozwia̧zywania równań różniczkowych – metodȩ elementów
skończonych (MES). Rozpoczynamy od jej zastosowania do
jednowymiarowych równań eliptycznych drugiego rzȩdu.

Rozpatrujemy nastȩpuja̧ce równanie różniczkowe zwyczajne drugiego rzȩdu
na odcinku Ω = [0, l] wraz z warunkami brzegowymi na jego końcach:

− (au′)
′
+ bu′ + cu = f, x ∈ (0, l)

α0u
′(0) + β0u(0) = γ0,

αlu
′(l) + βlu(l) = γl.

(10)

Zak ladamy, że a(x), b(x), c(x), f(x) sa̧ funkcjami g ladkimi. Jest to
równanie różniczkowe liniowe drugiego rzȩdu o zmiennych wspó lczynnikach.
Zak ladamy ponadto, że funkcja a(x) jest ścísle dodatnia, tzn. że istnieje
0 < a0 takie że a0 ≤ a(x) dla każdego x ∈ [0, l].

O parametrach α0 i β0 zak ladamy, ż jednocześnie nie znikaja̧ , to samo
dotyczy αl i βl, aby warunki te nie mia ly postaci 0 = γ0. Możemy to
wyrazić formalnie wymaganiem, aby α2

0 + β2
0 > 0 i α2

l + β2
l > 0.
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Sformu lowanie wariacyjne
Jeśli α0 6= 0 i αl 6= l, to mówimy o naturalnych warunkach brzegowych,
a jeśli α0 = 0 i αl = 0, to warunki brzegowe nazywamy podstawowymi.

Metoda elementów skończonych opiera siȩ na równoważnym sformu lowaniu
problemu brzegowego za pomoca̧ tzw. sformu lowania wariacyjnego, które
otrzmymujemy nastȩpuja̧co:

Mnożymy równanie różniczkowe obustronnie przez dowolna̧ g ladka̧ funkcjȩ
v(x) i ca lkujmy otrzymana̧ równość po ca lym odcinku Ω = [0, l]:∫ l

0

[
− (au′)

′
+ bu′ + cu

]
v dx =

∫ l

0

fv dx (11)

W nastȩpnym kroku dokonujemy ca lkowania przez czȩści wyrazu (au′)′v:

−
∫ l

0

(au′)
′
v dx = − (au′v)|l0 +

∫ l

0

au′v′ dx (12)

Przyjmijmy najpierw, iż α0 6= 0 i αl 6= 0, co umożliwia wyrażenie
pochodnych rozwia̧zania z warunków brzegowych:

u′(0) =
1

α0
(γ0 − β0u(0)), u′(l) =

1

αl
(γl − βlu(l)). (13)
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Sformu lowanie wariacyjne
Podstawiaja̧c te wartości do wzoru poprzedniego otrzymujemy:∫ l

0

(au′v′ + bu′v + cuv) dx+
a(l)βl
αl

u(l)v(l)− a(0)β0

α0
u(0)v(0) =∫ l

0

fv dx+
a(l)γl
αl

v(l)− a(0)γ0

α0
v(0)

(14)

Zauważmy, że wyrażenia wystȩpuja̧ce po lewej i prawej stronie wzoru sa̧ ,
odpowiednio, forma̧ dwuliniowa̧ i funkcjona lem liniowym o argumentach
w postaci funkcji u, v oraz v:

B(u, v) =

∫ l

0

(au′v′ + bu′v + cuv) dx+
a(l)βl
αl

u(l)v(l)− a(0)β0

α0
u(0)v(0),

L(v) =

∫ l

0

fv dx+
a(l)γl
αl

v(l)− a(0)γ0

α0
v(0).

(15)

Ostatecznie wiȩc, przy powyższych oznaczeniach sformu lowanie wariacyjne
przybiera postać : znaleźć u(x) takie że:

B(u, v) = L(v) ∀v. (16)

9 / 14



Przyk lad
Rozważmy nastȩpuja̧cy problem brzegowy: −u′′ + u = sinx, x ∈ (0, 5)

u′(0) + u(0) = 2
2u′(5) + 3u(5) = 4

(17)

Dla tego zadania wspó lczynniki sa̧ nastȩpuja̧ce:

a = 1, b = 0, c = 1, f = sinx
α0 = 1, β0 = 1, γ0 = 2
αl = 2, βl = 3, γl = 4

(18)

Wobec tego sformu lowanie wariacyjne ma postać : znaleźć u(x) takie że:∫ 5

0

(u′v′ + uv)dx+
1 · 3

2
u(5)v(5)− 1 · 1

1
u(0)v(0)︸ ︷︷ ︸

B(u,v)

=

∫ 5

0

sinx v dx+
1 · 4

2
v(5)− 1 · 2

1
v(0)︸ ︷︷ ︸

L(v)

∀v.
(19)
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Idea metody elementów skończonych

Idea metody elementów skończonych jest nastȩpuja̧ca:

zamiast poszukiwać rozwia̧zania sformu lowania wariacyjnego w zbiorze
wszystkich funkcji, poszukujemy go jako kombinacji liniowej skończonej
liczby wybranych prostych funkcji, z tymi samymi funkcjami do testowania.

W najprostszym przypadku funkcje te definiujemy przez podzia l odcinka
[0, l] za pomoca̧ punktów:

0 = x1 < x2 < . . . < xN−1 < xN = l (20)

i przyjȩcie, że sa̧ to kawa lkami liniowe funkcje cia̧g le przyjmuja̧ce w jednym
z punktów podzia lu wartość 1 i znikaja̧ce w pozosta lych. Ich wygla̧d móg lby
być nastȩpuja̧cy:
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MES
Zgodnie z idea̧ MES rozwia̧zanie przybliżone, które oznaczamy zwyczajowo
jako uh, przyjmuje postać :

uh(x) =

N∑
i=1

uiφi(x), (21)

Sformu lowanie wariacyjne sprowadza siȩ do poszukiwania parametrów
ui, i = 1, . . . , N takich że:

B

(
N∑
i=1

uiφi, φj

)
= L(φj), j = 1, . . . , N. (22)

gdzie przyjȩto φi, i = 1, . . . , N jako funkcje testowe.

Ze wzglȩdu na liniowość formy B wzglȩdem pierwszego argumentu
równanie to możemy przepisać nastȩpuja̧co:

N∑
i=1

uiB(φi, φj) = L(φj), j = 1, . . . , N, (23)

tj. w postaci uk ladu równań liniowych ze wzglȩdu na parametry
ui, i = 1, . . . , N .
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MES

Jeśli wprowadzimy oznaczenia:

Kji = B(φi, φj), Fj = L(φj), i, j = 1, . . . , N, (24)

uk lad ten przyjmuje postać :

N∑
i=1

Kjiui = Fj , j = 1, . . . , N (25)

lub w zapisie macierzowym:
Ku = F , (26)

gdzie:
K = {Kij}i,j=1,N , F = {Fi}i=1,N . (27)

Ze wzglȩdów historycznych macierz K nazywa siȩ macierza̧ sztywności,
wektor F wektorem obcia̧żenia, zaś funkcje φi aproksymuja̧ce rozwia̧zanie
funkcjami kszta ltu.
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Poszukiwanie rozwia̧zań w postaci kombinacji liniowej φi jest równoznaczne
z za lożeniem, że rozwia̧zanie to należy do przestrzeni liniowej Vh

Vh = {vh(x) : vh(x) =

N∑
i=1

αiφi(x), αi ∈ R, i = 1, . . . , N}. (28)

Także użycie φi jako funkcji testowych jest równoznaczne z wziȩciem vh∈Vh.
Biora̧c bowiem kombinacjȩ liniowa̧ równań MES ze wspó lczynnikami βj :

B(uh,

N∑
j=1,

βjφj) = L(

N∑
j=1,

βjφj), (29)

widzimy, że odpowiada to użyciu vh =
∑N

j=1, βjφj ∈ Vh. Wobec tego
sformu lowanie MES przyjmuje postać: znaleźć uh ∈ Vh takie, że:

B(uh, vh) = L(vh), ∀vh ∈ Vh. (30)

Przyk ladowa funkcja z Vh wygla̧da nastȩpuja̧co:
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